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SUR 


LES GROUPES COMMUTATIFS 


ET PSEUDO-NULS 


DE QUANTITÉS HYPERCOMPLEXES 


Les quantités hypercomplexes et les groupes fermés de 
pareilles quantités ont déjà donné lieu à des recherches 
nombreuses et importantes, dont on trouvera un résumé dans 
l’article de M. Cartan : Sur les nombres complexes, inséré 
dans lÆncyclopédie des Sciences mathémaliques (1. 1 
vol. T, fasc. 3). 

Si un nombre hypercomplexe x, sans être nul, a nulle une 
certaine de ses puissances (d’exposant entier et positif) on 
dit que x est | 


2 


racine de zéro, 
nombre nilpotent, 
nombre pseudo-nul. 


On emploiera ici cette dernière locution due à M. Cartan. 

Un groupe sera lui-même pseudo-nul s’il estexclusivement 
composé de quantités pseudo-nulles. On nommera groupe(e) 
tout groupe pseudo-nul commutatif (c'est-à-dire à mulupli- 
cation commutative ). 

L'importance de ces groupes (:) provient de ce que 
(Carraw, loc. cit, p. 425) la construction de tous les groupes 
commutatifs se ramène a celle des groupes (€). 

Ann. de Lyon. I 


2 INDEX BIBLIOGRAPHIQUE. 


Le présent travail est une contribution à la théorie des 
groupes (€). 

On en étudie les propriétés générales et l’on en poursuit la 
classification, laquelle peut se faire à plusieurs points de vue 
différents. Sont effectivement construits tous les groupes (€) 
où il ya moins de cinq unités. 

Enfin, sont étudiés des groupes (e) spéciaux (groupes 
normaux el quast-normaux ), qui paraissent offrir des parti- 
cularités intéressantes. ; 

Un résumé des présentes recherches a paru aux Comptes 
rendus, des 13 juin et 12 décembre 1910. 


INDEX BIBLIOGRAPHIQUE. 


I. FRroBenius, J'heorie der hyperkomplexen Grüssen (Sitzungs- 
berichte de l’Académie de Berlin, avril 1903). 

IT. Carran, Sur les groupes bilinéaires et les systèmes de nombres 
complexes (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. XII, 
1898 ). 

UT. Kônie (Julius), £inleitung in die allgemeine Theorie der alge- 
braischen Grôssen (Teubner, Leipzig; 1903). 

IV. L. Auronne, Sur les matrices linéaires échangeables à une 
matrice donnée (Journal de l’École Polytechnique, 2° série, 14° 
cahier). 


La notation (/ndex,1l) ou (II, /ndex) désignera, par 
exemple, le travail de M. Cartan, marqué, sur la liste 
ci-dessus, par le chiffre romain II. 


PRÉLIMINAIRES. 


1. Dans les présents préliminaires, on exposera quelques 
délinitions, notations ou résultats, dont on fait un usage con- 
tinuel dans la suite. 


3, La notation 


Can Doctor Ce 
NC) 
yni ie Ann 
(LENS ROO 0) 


indiquera un {ableau (m,n)-aire, c’est-à-dire à » lignes 
et à x colonnes, dont les a;; sont les éféments. 

Sim = n on a un tableau carré où matrice m-aire. 

Un déterminant de matrice m-aire sera un déterminant 
m-aire. Un pareil déterminant aura des mineurs q-ares, où 
mineurs (M — q)-1èmes, q = 1m. 

Le tableau A fournira des mineurs p-aires, (oSmoeEr)e 
si tous les mineurs (9 + 1)-aires sont nuls, un au moins des 
mineurs p-aires étant £ 0, le tableau A a le rang p. 


3. Un tableau (m, n)-aire sera fréquemment décomposé 
en tableaux partiels, obtenus en répartissant les lignes et les 
colonnes en un certain nombre de groupes. On écrira alors, 
par exemple, 


ASROURIAN CRETE REA S m 
AS ERA NÉE TE ASS M 
I 
TE TD My 
\ 
An O6 © Duo AT mA 


ñ PSM LR EUR 


ni PRÉLIMINAIRES. 


Auy= tableau (m4, n,)-aire, 


= te TMS: D) = jp ae © © 2 =p 0e 


4% Les MN tableaux partiels (RE Re ME 
v=1,2,..., N), considérés chacun comme un seul élément, 
fournissent un tableau (M, N)-aire À = (A,,), lequel sera 
dit le canevas du tableau A. 


5. Soient 
A—(a;;) = tableau (m, n)-aire, 
B —(b;;) — tableau (x, p}-aire 
(RAR PR OS N/D Ve 


Le tableau (m, p}-aire C = (C,;;), où 


Cr ; di Dix, 


j 


est par définition le £ableau produit AB. 


6. Soient 
(ET 2,40 MS D NO EE 


les canevas de A et B. On supposera les colonnes de A 
réparties en groupes partiels de n,, ..., n,, ..., ny, colonnes 
de la même façon que les lignes de B sont réparties en 
STOUpPeSpantels der PP EEE PA IIARES 
Alors (') C aura pour canevas le tableau (M, P )-aire 
Ce) ro 
DT 


W 


(!) Voir, par exemple, mon travail Sur les groupes linéaires non invertibles 
(Annales de l’Université de Lyon, 1909), au n° 6 des Préliminaires. 
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Autrement dit, le canevas d’un produit est le produit 
des canevas des facteurs. 


7. Je suppose connue la théorie des Ælementarteiler de 
Weierstrass. Je traduis Zlementarteiler par successif, sous- 
entendant facteur ou diviseur. 

Les successifs d’une matrice »#-aire A sont ceux du faisceau 
de matrices o E — A, E — »-aire unité. La formule 

IpE—A|=(p —a)*(p — a)h...(p — D)Pe 


indique la décomposition du déterminant caractéristique 
lp A |Len successifs (0 — a), (0 — a), .…, (o — b}}, …. 


8. Soit la matrice »m-aire « 
A — (ap) (a, Ê = as 550) 
Je désignerai par A [x,] l'expression 
A[æ;] =Ù app. 
B 

La notation A [x| — o équivaut au système des » équa- 
tions A[x, | = 0. La notation y — A[x| équivaut au système 
des m7 équations y, = Afx, |. 

La substitution linéaire À sera représentée par ie symbole 


À) 22 ARIANE RAT 


9. La matrice A’— (4,4) est la transposée de la matrice 
A — (ap) pOur deg = Aa 


10. Soit la m-aire À — (4,4). Nommons diagonale j-1ème 
ou diagonale d'indice j la file d'éléments où 
a — B—7y. 


La diagonale zéro-ième est la diagonale principale. 
A est une matrice de la sorte @ si toutes les diagonales 
TES PE 
d'indice négatif sont composées de zéros, 4,8 = 0 pour 4 < $. 
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Alors 


les éléments non écrits étant nuls. 


LL. On voit de suite que : 

En combinant des matrices de la sorte 8 par addition et 
mulliplication, on retombe toujours sur des matrices de la 
sorte 3. 

S1 une pareille matrice À est invertible, | A| = o, l'inverse 
À! est aussi de la sorte à. 

A’et L étant de la sorte B et L étant invertible, la trans- 
formée L=' AL de A par L est aussi de la sorte . 


12. Prenons 5 matrices A@—(af;) de la sorte @ et le 
OU EE ©), è 


B— AAC)... AD (bp). 
Îl viendra 


4 4 2 (G) 
(0) bag Zaur Ar. - Ars 


la somwation étant étendue à tous les entiers t tels que 


(1) = (=) BG) 6) 
(2) re ete 0 
(œ, B> %; "to la2 e 40i)e 


Supposons que, dans la matrice A), les L, premières dia- 
gonales (c'est-à-dire la zéro-ième, la .première, ..., la 
(h,—1)-1ème) soient composées de zéros. 


ads — O pour CDN 0e 
. Appliquons les formules (o), (1), (2) du n° 12. Pour que 
bg Æ 0, il faut que 


> Ê > 
CNT Cimn Cul, -.. To B2# 
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et, par suite, 
a—Bzh+h+...+ hs. 
bas = 0 pour œd—G<h+...+ hs. 


D'où la proposition suivante : 


Luéonème. — Si la matrice A® a ses h, premières dia- 
gonales composées de zséros, la matrice AM... AS aura 
ses h,+ ... +, premières diagonales composées de 
zér'os. 


13. Supposons que À a sa zéro-ième diagonale (la diago- 
nale principale) composée de zéros et considérons B — A5. 
B aura ses 5 premières diagonales [de la zéro-ième à la 
(s — 1)-1ème] composées de zéros. 

Construisons les éléments de la 5-ième diagonale de B. 
Il faut [formule (1) du n° 12, et remarquant que les éléments 
de la diagonale principale sont nuls] décomposer 5 en une 
somme de c entiers positifs; chacun de ces entiers est r. Il 


vient 
Ce A En To — Co 0 —|l, 


Les (m — s)-éléments b,8 de la o-ième diagonale sont 
donnés par la formule 


bau-o = Aaa 1 o-1,2-2. + Aa o+1,4-0» 


Go ts Ce 2e 5009 


Si, en particulier, À a tous ses éléments, dans la diagonale 
d'indice un, &,,_,— x,, dans B tous les éléments de la dia- 
gonale d'indice 5 sont égaux à +. Ce résultat nous est utile 
ao lits 

Lorsque 5 =» —1, tous les éléments de B sont nuls, 


sauf 
De 1 Æyn—1,m—2* + : A2 Ari) 


résultat qui nous est utile au n° 56. 


14. Dans les formules du n° 12 faisons tous les 2 égaux à 1 
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et construisons dans B les éléments b,,,.. Il faut décomposer 
| formule (1) du n° 12] 5 en une somme de 5 entiers positifs. 
Chacun de ces entiers est 1. On a 


RO B, 
(210) (2) (6) 
bras — a, a—1 1, «2: + - lg o+1, ac 
= lil MEN, no Cite 


Dans le cas particulier où af), — xl?) tous les éléments 
da, aX—1 1 
bus. Sontrécaux arr Ce tresultanonse-thurile 
au n° 136. 


15. Au cours du présent travail, nous faisons un usage 
continuel des matrices de la sorte 3 et du théorème du n° 12. 
Sont particulièrement emplo yées les matrices de la sorte 38 où 
la diagonale zéro-ième ou principale est composée de zéros. 


16. Prenons tr vamablesr (cure "Pre tn 
système Q de fonctions w,(x), w,(æ), ... en nombre fini ou 
infin-Oonsidérons #17, expressions (12e) 


NE > Lara (éra— CONSE), 
x 


linéairement indépendantes, le tableau (g), (r, m)-aire, 
étant de rang t. 

Supposons que les w dépendent, en réalité, non pas des 
m variables x, mais des r variables X,. 

On exprimera ce fait en disant que l’entier positif r est le 
rang linéaire (Frobenius) du système Q. 


17. Le rang linéaire d’une matrice n-aire est, par définition, 
le rang linéaire du système constitué par les nr? éléments de 
la matrice. 


18. Une remarque très simple mais souvent utile est 
celle-c1 : le rang d’une matrice m-aire est la différence entre m 
et le nombre des successifs, qui s’évanouissent pour p — 0. 


INTRODUCTION. 


Dans la présente Introduction on donnera un résumé 
succinct, Chapitre par Chapitre, des résultats obtenus au 
cours du Mémoire. Il va sans dire que la terminologie et les 
notations sont celles qui viennent d’être expliquées dans les 
Préliminaires ci-dessus. 


PREMIÈRE PARTIE. 


Généralités sur les groupes (€) commutatifs et pseudo-nuls. 


CHAPITRE I (S 1). 


FORMULES DE MULTIPLICATION. MATRICE DU GROUPE. MATRICE PARASTROPHE. 


Soit (ec) un groupe commutatif et pseudo-nul, »7-aire, 
OUR /AUNITESRE, (Co, D, — DL 2... 772), constitué par des 
nombres hypercomplexes x, x —X,e,x,, aux m coordon- 
nées æ,. Les x, sont des nombres ordinaires, réels ou 
complexes. 

La multiplication des unités est donnée par les formules 


epey— Eye = D ea taf) dupy — Aay$ 
(2 
ag, estune quantité ordinaire, réelle ou complexe, constante. 
On disuünguera avec M. Frobenius (1, /ndex) la matrice 
du groupe 
SO (2) — (Sag(z)); 
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Sag(Z) = > AaByLy; 


: ‘ 
la matrice parastrophe 


RE R(U)= rs, (uw), ray (u)= Ÿ uutupye 
& 

Le groupe (e) est défini sans ambiguïté par la matrice 
maire S,; en fait ce sera elle le principal objet de notre 
étude. 

Soient 


LT 
x NVe,x RD E 7 et NU EyZ 
a Los J 7 ,Ea Vu 2) Ë > 470 
œ œ , œ 


deux nombres hypercomplexes x et y et leur produit =. On 
aura 


LT 
Sa D'stprr= Drrsar(e). 
Br 1 


De plus les matrices S, et S, sont échangeables et 
DL) SAS 


On remarque que 


Sap(T)= = 


Ja (x) étant la quadratique 


Je) = > AaBy TBLy- 
BY 


Le groupe (e) est défini sans ambiguïté par la suite de ses 
quadratiques et l’on écrira 


(E) = (jo ion 600 J'en PE eo 


Pour qu'un nombre + soit pseudo-nul, il faut et 1l suffit 
que le déterminant caractéristique | Eo — S,]| soit p”. 

On introduit les formules pour le changement de coor- 
données x, ou d’unités &,, en soumettant les x, ou les €, à 
une substitution linéaire, homogène, invertible. 
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CHAPITRE IL ($ 11). 
; RANG. RANG LINÉAIRE. 
Soient : 
r le rang pour la matrice S,, 
t le rang linéaire pour la matrice S,, 
« le rang pour la parastrophe R,, 
& le rang linéaire pour la parastrophe R 


u3 


pour x et u quelconques. 

On eo les AMOR OR CU ERREURS Et 

Les m quadratiques f,(x) sont liées par m — r relations 
algébriques de la forme 

(fre lo een NC CEE 

où les Î ne sont pas autre chose que les f numérotés d'une 
façon convenable, tandis que D,(w,; w,, ..….,w,) est un 
polynome homogène, aux indéterminées w,, avec des 


coefficients constants. Parmi les m — r polynomes ®, il y a 
m — À linéaires el R — r non linéaires. 


DEUXIÈME PARTIE. 


Classification des groupes (:) d’après le rang linéaire. 


CHAPITRE HI ($18). 


ÉTABLISSEMENT DE LA FORME RÉDUITE. 


La considération des rangs linéaires des matrices S, 
permet, pour chaque groupe (e), de définir, sans ambi- 
guité, k, k=m, entiers positifs 


RL 
SÀ (Lei 20060010) HDI 
À 


tels que, pour un choix convenable de variables, on ait 


Da (my(x)), 
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où pay (æ&) est un tableau (g,, g,)-aire, constitué avec des 

éléments s,8(x) de S,, avec p,, (x)—=0, pour À. 
Autrement dit, on a 


O 
_ | Pau 0 k 
Sr — 3 


Pa “Ps 0 
c'est la forme réduite du groupe (e). 


CHAPITRE IV (S 28). 


PROPRIÉTÉS DE LA FORME RÉDUITE. 


La connaissance des entiers g, permet de répartir les 
variables x,, les unités e,, les quadratiques f,, en systèmes 
NX € À respectivement, de la façon suivante : X,, par 
exemple, contient les g, premières x,; X, contient les g, 
variables suivantes; ...; dans X, figurent les 9; dernières 
variables. Les systèmes X), €, % sont donc à g, termes. 

Dans une quadratique du système Ÿ, ne figurent que 
les variables des systèmes X,, ..., X1_,. Chaque variable 
de X)-, figure effectivement dans l’une au moins des qua- 
dratiques de à. 

Le produit d’une unité de &, par une unité de &, ne 
dépend'que des unités dec et roulcRestMiRerniten 
immédiatement supérieur à Wu. el à y. 

Pour que le rang r de S, ait sa valeur maximum 
nd iauteM Su fTtquelt Enr. AE 

Dans ce cas, on à 58 (x) = x, 8 


O 
TZ; O 
Sn La Li O 
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CHAPITRE V (S 39). 
APPLICATION : CONSTRUCTION DES GROUPES (€) BINAIRES, 


TERNAIRES, QUATERNAIRES. 


On a construit, sous forme réduite, tous les groupes (e) 
m-aires, pour m < 5, avec la formule 


(CE) = > 0 9 JE - 079 une 


qui met en évidence les quadratiques f,. 
Voici la liste: 


HO = (e) —(o) (1 groupe); 
= (£) — (0,0) el (ox) (2 groupes); 
HD = à (4 groupes), 
(H=10;0,0), (oo 27/2) (00740) (O0 620)e 
re = (8 groupes), 
(£) — (0, 0,0,0), (C0 No rx), (0,0,0, & + 2æ1%), 
(oo ET 2), (oo re), (00, Lire or), 
(or 0): (OC DTIT, LD TN) 


TROISIÈME PARTIE. 


Classification des groupes (:) d’après leurs successifs 
(Elementarteiler). 


CHAPITRE VI ($ 59). 
CLASSIFICATION. 


Admettons que le déterminant caractéristique |pE — S, 
possède, pour x quelconque, g; fois le successif p7: 


: he Er US NT — À Pig = Bot. + gi 
Ë 


po Doi Pi Pi De 0 cs) 
Alors 


SP= 0, LP — 0. 


Introduisons p nombres ; CE = en EE A) GÉNIE 
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de la façon suivante : la liste des k) contient 


P — Pi fois l’entier y 


D: pr fois entrer y; 2 
Æ Dr m. 
6 : \ 
VDS on D OI EN) 
Pr fois l’entier yz 


Les k; forment une suite jamais décroissante : A, Z2h;, 
pour ÀZ\. 

Par un choix convenable de variables, S, prend la 
forme S, = (qu(x)), où g(x) est un tableau (h;, h,)-aire, 
avec qu (4)=0 pour À < y. 

Désignons par 

©) (Z), 1 tableau (A, hu — hy)-aire | 


; arbitraires. 
wy(æ), 1 tableau (A1, — /h), Au1 — AL)-aire | 


On a la formule de récurrence 
fu(xz) mix) ) ha 


(0) uyy(æ) 


y, hyss — hy 


GE) = 
Duiu+1 ( ) ( PAPE 


qui permet de calculer tous les q,, (x) en fonction des 
qu (x) qui sont arbitraires. 

Il existe au moins un nombre hypercomplexe e, tel que 
ae) =Opovie = EE ne 


4 “st fe 


Po (C)= : En, = Maire unité. 
(0) h)— =, 


L'expression de S, est très analogue à la forme réduite du 
Chapitre IIT. On peut établir encore des systèmes X), &, # 
comme au Chapitre IV, mais À = 1, 2, ...,p et dans le sys- 
tème d’indice À 1l y a À; termes. 

Le produit d'une unité de &, par une unité de &, ne 
dépend que des unités de &,, €, ..., ,, où sesile plus 
grand des entiers x et v. Une quadratique de $, ne dépend 
que des variables des systèmes X,, X:, ..., x. 
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Lorsque, dans la matrice g,, (x), on a biffé les variables 
de X,, ..., X,, on obtient la matrice y, (x) d'un groupe 
h,-aire commutatif el pseudo-nul. 


CHAPITRE VII ($ 68). 


APPLICATIONS. 


-On applique les considérations du Chapitre VI à la 
construction effective des groupes senaires, » —6, dont les 
successifs sont p° et 9°. [l y a deux pareils groupes 


2 


2 à , , 
(ON LE 2 TL 2 D); 


(OS AIO CAE MI CAPOTE DE EAA)e 


d’ailleurs 
D 09, nel là 2 


QUATRIÈME PARTIE. 


CHAPITRE VII ($S 83). 


CLASSIFICATION DES GROUPES (©) D'APRÈS LEUR SIGNATURE. 


Sont rappelés divers résultats dus à M. Jordan | Groupes 
abéliens généraux, contenus dans le groupe linéaire à 
moins de sept variables (Journal de Mathématiques, 1907). 

Soient À, B, ... diverses matrices ou substitutions for- 
mant un système Q. Q sera un groupe abélien V, si : 1° le 
produit de deux matrices quelconques de Q figure aussi 
dans Q; 2° les matrices de Q sont échangeables entre elles. 
M. Jordan ramène la construction des groupes | à celles 
des groupes G, de même nature, mais où le déterminant 
caractéristique, pour une matrice »#-aire quelconque À, 
REA (ec 1) À chaque groupe m-aire G corres- 
pond sans ambiguïté un système de * entiers positifs 
[rn,, m,, ...,m,], m=m,+...+m,, la signature du 
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groupe (r. Pour un choix convenable de variables, chaque 
matrice, de=GprendlaMionmeNO M DRE Re) 
A —(qu), Où guy est un tableau (m, m,)-aire, avec 
qu —=0 pour m>À. De plus g» est la matrice m;,-aire 
unité. 

Toutes ces considérations sont transportées dans la théorie 
des groupes (e). 

Pour les divers nombres hypercomplexes æ, les diverses 
matrices E+ S, forment un groupe abélien G au sens de 
M. Jordan. 

Je calcule les divers entiers »m, de la signature (le rang 
linéaire À de la parastrophe intervient dans le calcul). 

Pour un choix convenable de variables, S, prend la 
forme 

Se (qutz))  Opv=1,2,...,#), 


où qu (x) est un tableau (m;, m,)-aire, formé d'éléments 
SBCL)deS,, ace) = OpourA EU 

On aura encore, comme au Chapitre IV, des systèmes x, 
Ex (À = 1, 2, …, k), à m termes respectivement. 

Les quadratiques f, (x) de $ ne contiennent que les 
VARILO LES LEO NTI PME EE 

Le produit d’une unité de €, par une untté de &, ne 
dépend que des unités de Er, Er, ..., Ex, où t'est le plus 
petit entier supérieur à 1 et à y. 


CINQUIÈME PARTIE. 


Groupes normaux et quasi-normaux. 


CHAPITRE IX (8 97). 
GROUPES QUASI-NORMAUX. 


Désignons comme au Chapitre VI les successifs de S, et 
posons ; = /, ;,,; autrement dit, les p nombres À ne sont 
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pas autre chose que les p nombres 4; écrits en ordre inverse. 
Les /, forment une suite jamais croissante. D’ailleurs S° — 0, 
aP+l—= 0. 


Définition. — Un groupe (e) est normal S'il possède 
la propriété suivante : pour qu'un nombre y de (e) soit 
lapuissauce ième (o— 1,2, ..,p +1) d'un nombre x 
de (e),.y = x°, il faut et 1l suffit que les coordonnées y, de y 
satisfassent à un système (H;_,) de H;_, équations linéaires, 
homogènes, à coefficients constants. On a évidemment 
El, = or 

Autrement dit : 1° Prenons à volonté x dans (e); les coor- 
données de y = x° satisfont à (H, ,); 2° Soit y un nombre 
de € dont les coordonnées satisfont à (H,.,) et sont d’ailleurs 
arbitraires; il existera dans (€) au moins un nombre x tel 
UNE TA 

Les / ayant la signification dite ci-dessus : on a 


10 EN à CEE EN ERP EC EE 


le système (Ho) contient les H,_, équations de (HS ,) et 
l, équations nouvelles. 

Pour un choix convenable de variables, S, prend la 
forme (h,(x)), où L(x) est un tableau (kb, l,)-aire, 
abect (x) —0 pour =. 

On a encore des systèmes x, €), ,, respectivement avec 
l, termes. 

Le tableau b,(x) ne contient que les variables de X,, 
X2y--.) Xyu. Le produit d'une unité de £&, par une unité 
de y Re TOOLS ACTE RENAN 
CA 2; ...,p). 

Dans une quadratique du système $,, une variable du 
système X, ne multiplie que des variables des systèmes 
M5 > ee + 7 AETE 

Réciproquement : 

Soient p nombres /, quelconques, mais formant une suite 
non croissante; supposons que, par un choix convenable de 
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coordonnées, on soit parvenu à mettre S, sous la forme 


(qu. (æ)} ci-dessus, avec g,(x)=0 pour À£p. 


Alors pour que le groupe (e) soit normal, il faut 
et il suffit que la matrice S° ai le rang m—K,, 
H=/+l+...+L. 

Les nombres h;, —/p;,, sont ceux désignés ainsi au 
Chapitre VI; les entiers p; et g; et aussi les successifs de S,, 


s’en déduisent sans ambiguïté. 


CHAPITRE X ($ 113). 


Tous les groupes de rang maximum m — 1 sont nor- 
maux, ainsi que tous les groupes (e), où m < 5, construits 
au Chapitre V. 

Comme application des théories du Chapitre IX, on 
construit le groupe normal quinaire, où les successifs sont 
°, petp. Il y a trois pareils groupes 

(0,10, 0, C2 ee Li 0), MO O0; Ab ee) 


(0, 0, O0, 22% 2 Ti L4)s 


sont aussi normaux les groupes senaires du Chapitre VIT. 
Le groupe non normal le plus simple est le groupe qui- 
HAlREN(O O2 T0 LL) OI OLA DEN 
Y1—=Y2— 0, 
mais aussi la relation quadratique 


20e 


d CHAPITRE XI ($ 126). 


GROUPES QUASI-NORMAUX. 


Pour tout groupe (e), il existe un entier minimum &, tel 
que le produit de & + 1 nombres pris à volonté dans (e) soit 
toujours zéro. 

Définition. — Un groupe (€) est quasi-normal s’il pos- 
sède la propriété suivante : pour qu'un nombre y de (€) soit 
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le produit de 5 facteurs pris aussi dans (e), il faut et ilsuftit 
que les coordonnées y,, de y satisfassent à un système (H, ,) 
Qo—\1;, 2, ...,& +1), de H;, équations linéaires, homo- 
gènes, à coefficients constants. Évidemment H,=— 0, H,,— /». 
Autrement dit : 1° Prenons à volonté dans (€) 5 facteurs 
AE 01 Ve trellet posons re vel Nesy, 
satisfont au système (H5_,); 2° Soit y un nombre de (e) 
dont les coordonnées satisfont à (H; ,) et sont d’ailleurs 
arbitraires. On pourra toujours, au moins d’une façon, 

BHONeMonomhres Ur" txvhtels que y xt). x, 
mais on ne pourra d'aucune façon trouver 7, % > 5, nombres 
RD relsique pre; 

Les différences M, — H,_, — {, sont des entiers positifs. 

Le système (H,) contient les H, , équations de (H,; ,)ett 
les équations nouvelles 


Ho= 2, +...<+ 0. 


Cela posé, tous les résultats énoncés au Chapitre IX pour 
les groupes normaux subsistent pour les groupes quasi- 
normaux, sauf que les nombres / sont au nombre de & et 
non de p. 

Le théorème réciproque subsiste aussi, mais avec une 
modification. Le rang 7 — H, doit appartenir non plus à la 
matrice S% mais à un tableau &, (m, m(5+1))-aire, ainsi 
constitué : prenons à volonté dans (€) 5 + 1 facteurs x 
(p—=\1,2,...,c+1) et considérons les © + 1 produits 
DE re To Duistécrivons a la file les 
s+1 matrices S(y®). Le tableau ainsi obtenu est le 
tableau G. 


Les groupes m-aires de rang maximum m — 1 son 
quasi-normaux. 


Il va sans dire que, dans un groupe quasi-normal, les 
nombres À, n’ont pas, par rapport aux successifs.de S,, les 
mêmes relations que dans les groupes normaux. 


Or —— 


PREMIÈRE PARTIE. 
GÉNÉRALITÉS 
SUR LES GROUPES (e) COMMUTATIFS ET PSEUDO-NULS. 


CHAPITRE L. 


FORMULES DE MULTIPLICATION; MATRICE DU GROUPE; 
MATRICE PARASTROPHE. 


|. On suivra fidèlement dans le présent travail la termino- 
logie et les notations de M. Frobenius (1, /ndex) que je 
résume succinctement ci-après. 


2. Soit (€) un groupe des quantités hypercomplexes, 
m-aire, ou d'ordre m, c’est-à-dire possédant » unilés ou 
nombres fondamentaux (Grundzahlen) 


Eau (D É=1, 20 2, 270) 


dont la multiplication est donnée par les formules 


(1) pe d Extapy; 


œ 


les m° constantes a,g, étant des quantités scalaires, c’est- 
à-dire réelles ou complexes ordinaires. 


3. Prenons la forme trilinéaire 


Etre) > Aubry Ua YBSy- 


Gr 


M. Frobenius distingue : la matrice du groupe (=) 


a 
S,=S(y)= [say | 


FORMULES DE MULTIPLICATION. MATRICE DU GROUPE. o1 
la matrice antistrophe 


Ç | dF 
el) L'ép(z)] = Écran: 


la matrice parastrophe 


| dF 
Ra R(u) = [rg(u)] = =) 
é 


4. Soient æ,y, 3 trois quantités hypercomplexes prises 
dans le groupe (e) 


T — D ete, Y —..., a po 
œ 


si z — xy, il viendra 


DS apr D rs (&): 
BY Ÿ 
D (2) = (7) = (2)S (02) 
Ts) = Mer) = Gr (2) 
L’associativité de la multiplication s'exprime, à volonté 
par les conditions suivantes : 


Ou bien 
(0) RES RE 
u et x élant quelconques ; 

Ou bien 
(1) Selles 


les matrices S, el T, étant, pour x el y quelconques, échan- 


geables. 


5. Supposons maintenant que le groupe (£) est commu- 
tatif, c’est-à-dire à multiplication commutative. Alors 


Zÿ —Yr, EpEy— Eye D a toy — D ta days 


(4 x 
Comme les €, sont linéairement indépendantes, 1l vient 


Aafy — ayk- 
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L'antistrophe T, se confond avec la matrice S, du groupe. 
La parastrophe KR, ést symétrique. 
La condition d’associativité (0) du n° 4 devient 

R, Se — SAR 12) 


et exprime que la matrice R, S, est symétrique. 

La condition (1) du n° 4 devient S,S,=S,S, et exprime 
que les mairices S, el S, sont, pour x el 4 quelconques, 
échangeables. 

Il ladra donc écrire 


(Robe en) 


(1) PO CIE CAR); 
E d 
> Zap dppBu LT) Vu — CETTE EN ATE 
pAt CNT 
(2) > Lopr LpBu = D Zocy. Lo 31e 
p o 


Les formules (1) et (2) sont d’un usage continuel dans la 
suite. 


6. Dans un groupe commutatif (es) désignons par f,(x) 
la forme quadratique 


er = D 'aprzser 
On a 


fa(x) n’est pas autre chose que la &-ième coordonnée de 
la quantité hypercomplexe x?, f,(x) = (x° )s. 

La connaissance des quadraliques f, assure celle de la 
matrice S, et du groupe (e). On définira donc, sans 


ambiguité, (e) par la suite de ses quadratiques et l’on 


écrira 


JE Mo den DE 


ANR Ofatz)|. 
TRS 0x8 ) 


On a 
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S, est, à un coefficient constant près, la jacobienne des 
quadratiques f, (x) par rapport aux variables xg. 


7. Soit C—(C,;s) une matrice m»-aire, invertible, à 
coefficients constants et scalaires. Faisons un changement 
de fondamentaux en posant 


Reda ou e=C|s| 
De là 


et 
Ta D capæp, ze — Oz]: 


Désignons par S(x) et R(w) les matrices construites 
avec les x, et les Aa) avec les &, et les Aopv comme S(x) 
est construite avec les x, et les @&,g,, et R(w) est construite 
avec les &, et les a,8,. 

On aura | I, /ndex, formule (4), du paragraphe 9] 


S(z)— C'S(z)C. R(u)—C'R(u)C, u—C{v|. 


De plus, puisque (6) f,(x)—=(x*),, la collinéation C 
transforme les quadratiques f, comme les coordonnées x, et 
l’on à 

J(x)= CL /(æ), 
He)= DEC 
8 

Le groupe (+) est le transformé de (2) par la collinéa- 
tion C. (e) et (€) seront semblables ou identiques à la 
similitude près. 
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8. M. Cartan (IT, /ndex, p. 21) nomme pseudo-nul un 
nombre © de (€) tel que 


re) = E == m-aire unité. 
Pour un certain entier p< 
p£m, on a 


OS) = à 
Posons 
CON, 


Bo — >» CBSag(E?) 


8 
(formules du n° 4). 


Mais s,8(C7) = o puisque S (€?) — o. 
Donc 
BC (1). 


Réciproquement, si @?+'—0,ona 
SE) = (Sr = 0; 
et l'équation caractéristique 
_JpE—S(t)|—0o 


n’a que des racines nulles. 
Voilà pourquoi les nombres pseudo-nuls sont aussi des 
racines de zéro. On les nomme aussi nombres nilpotents. 


9. Le groupe (e) est pseudo-nul s'il ne contient que des 
nombres pseudo-nuls. Il faut et il suffit pour cela que, pour x 


quelconque, on ait 
IPE—S(x)|= p#. 


10. On sait (Encyclopédie des Sciences mathématiques, 
édition française, t. [, 1°" Volume, fasc. 3, p. 425) que la 
construction de tous les groupes commutatifs se ramène à 
celle des systèmes nilpotents commutatifs c'est-à-dire des 
groupes commutatifs et pseudo-nuls. 

C’est le problème qui nous occupera désormais. 


© 
Cr 
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CHAPITRE IL. 
RANG. RANG LINÉAIRE. 


11. Prenons dans un groupe commutatif pseudo-nul (£), 
la matrice S(x) et la parastrophe R (x). Désignons par 
r le rang de S(x), pour x quelconque, 
r le rang linéaire (Préliminaires, 16) de S(x), 
r le rang de R (4), pour w quelconque, 
% le rang linéaire de R(u). 


On verra (n° 26) que À < ». 


WAOn arr. 
En effet, puisque 
|pE —S(x)|— OU 
|S(æ)| = 0. 


? 


On ar < mn. En effet, s[R(u)|Zo, on aurait (/ndezx, I, 
S2,1infine)|S(x)| Æo. 

On ar2r; v étant le rang linéaire BE (æ), on peut, à la 
similitude près C7) ou que s,8(x), élément de la 
Haine»), nercontient quelles vvariables x,,2,,.., 7. 
Alonso pour >t: donca,/s— 45 — Opour y 1; 
Sa (T)—0, pour y >t. 

Dans la matrice S(x) les m—+ dernières colonnes sont 
formées de zéros et l’on a forcément r <r. 

On a G=7. La parastrophe R(&) ayantle rang linéaire &, 
on peut encore admettre, à la similitude près, que l’élé- 
ment 

ry(u) SY Ux ZaBy: 
x 
de R(w) ne contient que les % premières variables w,,; 
dipy— 0 pour «>> Ù; 58(x) —24x, ag; — 0 pour « > À. 
La parastrophe a ses » — % dernières lignes composées de 
zéros. Alors forcement r = 4%. 
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13. Onat< m. 

En effet (/ndex, Il, 35), le groupe (e) contient au moins 
une quantité 1, 1 0, telle que, pour x quelconque dans(e), 
on ait nx — 0. Il vient alors (4) 


DEEE (D Dr NET 
8 


S18(N)—0, puisque x est quelconque. Les »° équations 
linéaires $,8(9)—0, aux mn inconnues ,, admettent au 
moins une solution où les y, ne s’évanouissent pas toutes à 
la fois. Ces »°? équations se réduisent à r distinctes etr << 77; 
le rang linéaire est inférieur à l’ordre mn. 


14. La matrice S(x) se confond (6), au facteur : près, 
avec la jacobienne 
dfa 
Ca 


des » quadratiques f,, par rapport aux 7» variables xs. 

S; à, par hypothèse, le rang r et l’on peut appliquer un 
théorème connu (/ndex, IT, p. 258-2,9). 

Voici ce que l’on constate. 

Dans la matrice S,, choisissons un mineur r-aire non nul, 
formé par l'intersection 


deralenesdhndidestrPice rer 
déAcolonnes d'incices 646, 0, 0 


Les r quadratiques principales 
Jutt), -.., fault) 


n’ont aucune relation entre elles. 
Posons 


Fes es 0 


et désignons les m-r quadratiques restantes par la nota- 
uüon f,,Â=r+1,...,m. Chacune des f, est une fonction 
algébrique des r quadratiques principales. 


RANG. RANG LINÉAIRE. 


LD 
NI 


Pour préciser, il existe rm» -- r polynomes 
D,(w,; Vis MG) w»), 


à coefficients constants (et dépendants des &,8,)et àr +1 
indéterminées æ,, ...,,, 4, tels que 
®,(f,: 9 000 fe) = 0); 
Une relation 
RS ten A) — 0 
n existe que si le polynome 


W(w,; Mis...) Dr), 


_ à coefficients constants et aux indéterminées w,, ..., w,, est 
divisible par le polynome D,(w,: æ,, ...,æ,). 


re polynome D, est homogène par rapport aux r --1 
indeterminées w,, ...,%,, Wy. 
Sinon on aurait 


D,—Q+V'+Q0"+..., 


les polynomes homogènes Q, Q', Q”, ... ayant respectivement 
lesdesres MM, M', :., avec M > M > M’>... Il vient, 
par hypothèse, 

=) = O0) OX 


Cette relation a lieu pour tout choix des variables x, et ne 
change pas quand on remplace x, par {x,, {| étant quel- 
conque. On doit donc avoir 


OO IDEAL OMETE, 


et, {étant arbitraire, 
ODE 0; OUDE0; 


Chacune de ces équations contient f;, sans quoi il ÿ aurait 
dépendance entre les 7 quadratiques principales (14). Chacun 
des polynomes homogènes Q(w), Q'(w), ... doit donc, 
comme Y(œ)(14), être divisible par le polynome ®,(w) de 


28 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I. 
degré M. Il vient nécessairement ainsi 
OO RE 0; Q(w):D,(w) — const. 
16. Parmi les m — r relations algébriques distinctes qui 


lient les »m quadratiques f,, cherchons celles qui sont liné- 
aires et de la forme 


0—= > Pa fa Px—= const. 
œ 


On aurait alors, pour tout x, 
ù . 
Ô = 0x8 > Pa fa = D PaSas(X) De, ay D zrp(v) 
œ œ œY. Y 
c'est-à-dire 78,(2) —=0,R(r)—o: 


% étant le rang linéaire de la parastrophe KR (4), les » sont 
liées par À relations linéaires et homogènes distinctes; à leur 
tour les m quadratiques f, sont liées par m— 4 relations 
linéaires, homogènes, à coefficients constants, distinctes. 

Ainsi entre les f, il y a m — % relations linéaires et (15) 


m—r—(m—û)=È%—7. 


relations non linéaires. 


17. En particulier, si 7 à sa valeur maximum m—1, les 
ne llee re de 
inégalités r << m et r£+ (13) et (12) donnent 


Mm>—r2mMm—I et D = più — à 


Ce cas sera étudié plus loin (35). On a aussi À 27 et Ü—m— 1. 
Il n’y a entre les quadratiques f,, qu’une relation linéaire (16). 


DEUXIÈME PARTIE. 


CLASSIFICATION 
DES GROUPES (e) D'APRÈS LE RANG LINÉAIRE. 


CHAPITRE HI. 
ÉTABLISSEMENT DE LA FORME RÉDUITE. 


18. La considération du rang linéaire (11) nous permettra 
de mettre la matrice S, du groupe (e) sous une forme 
réduite particulièrement simple. 


19. Se reportant au Chapitre [, on s'assure aisément de la 
proposition suivante : 


Pour qu'une malrice m-aire 


> 
5.=(t40@))} Sa8(z)= Ÿ ape (Ne es 000) 
Y 
loBy — AxyB — CONSL., 


puisse étre considérée comme la matrice d’un groupe (e) 
commutatif et pseudo-nul, il faut et il suffit que les 


m? (m1 +1) 


constantes &,g,, au nombre de , sotent choisies de 


açon que : 
J q 


I. Pour x et y quelconques, les matrices S, et S, soient 
échangeables ; 
7 ’ eo) — Gil 
M Pourx quelconque, |pE— S;| =". 


Le groupe (e) est alors défini sans ambiguité. 


20. Passons à l'établissement de la forme réduite pour la 
matrice S, du groupe (€). 


0 ee 2 
=" 
e # 
Be: 
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Nous nommerons rang linéaire d’un groupe celui de sa 
matrice. 

Soit À, le rang linéaire de (e) —(0,). h, est inférieur à 
l’ordre m = h,(13). On peut, à la similitude près, supposer 
que Sus(x) De ne contient que les }, premières 

Y 
variables x, es, — Ge — 0 pour h,: 


Alors s,,(x) D — o pour y > h,.S,ases m—h, 


dernières colonnes composées de zéros et 1l vient 


SC a (eo) : ) fa (form. o), 
SA (æ) 0 D'AITEES On 
M 0 = 
où 
&,(æ) — matrice h,-aire, 
£,(æ) = tableau (m — h;, h;)-aire. 


Les deux matrices &,(x) et &,(y) sont, pour x et y quel- 
conques, échangeables. 


En effet, 
cu en. &i(Y) > este (re (7) &:(z) - 
AT A Re oO, Je FRE TRE Co) 
et 
(x) 6,(7)= &i(r7) Gi(x). 
On a 
HE Cr) =p x, E, = h;,-aire unité. 


En effet | PE, — &,(x)| doit diviser 
RESTE 7 
Eu égard au n° 19 on voit que &,(x) est la matrice d'un 


groupe (8,) commutatif et pseudo-nul, d'ordre h,. 


21. Soit À, le rang linéaire de (6,). Raisonnons sur (6,) 
comme on vient de le faire sur (e) —(0,). Effectuons sur 
les x,,..., x, une collinéation L,-aire convenable. La for- 
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mule (o) du n° 20 — subsiste, tandis que &,(x) devient 
à. ©(æx) D à hi, 
CC) (, | ) 
162) o By, 
10s h,— h; 
_ G,(æ) — matrice A,-aire, 


f(x) = tableau (4, — h2, h,)-aire. 


&,(x) est la matrice d’un groupe (0,), k,-aire, commu- 
talif et pseudo-nul; 

(9,) aura le rang linéaire h,, 4, < h.. 

On raisonnera sur (0,) comme sur (0,)et (D,), etc. 


22. Procédant ainsi de proche en proche, on aura une 
suite de groupes commutatifs et pseudo-nuls à ordres et 
rangs linéaires décroissants, savoir : 


Rang 
Groupes. Ordre. linéaire. Matrice. 
ONE) ne h; D) = Ent) = EN) 
(6;) h; h, ©,(æx) 
(dy) hy Ryrs Ey(x) 


Po RE NET EN ee 


Comme les  décroissent constamment, il y aura un 
entier Æ tel que L; = 0. Le groupe (0; ,) a le rang linéaire 
zéro, Ce qui exige Gz_,(æ)—0. 

ÉOSOnS pour A — 0,1 2; 4; 

CIGARE (TT) SN) 
(m) a le rang linéaire h; ,,, et l’ordre y. Désignons 
par £; la différence positive 
PEUR UNE = Eire Sr ie 

23. Sous le bénéfice des explications ci-dessus, le canevas 

étant défini comme aux Préliminaires (n° 4), on peut 


énoncer la proposition suivante, qui établit la forme réduite 
cherchéer: 0. 
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TuéorÈme. — La matrice m-aire 
A) rat) RAR RES ENT va) 
a pour canevas une malrice 
k-aire P(z) =(pwu(z)) CAMEEURP EM 7e), 


où pa(x) est un tableau (2, 2,)-aire, dont les s,g(x) 
sont les éléments, à g, lignes et g, colonnes. On a. 
Pr(t)=0 pour 7}. 


Autrement dit, 1l vient 


O 

P>21 (9) 

P31 Pa (9) 

D) De CCE) ET D) 0) ER) 

PRES NT UD IC CR CCE Din © 


En supprimant dans P(x) les k — À dernières lignes et 
colonnes, on obtient une matrice À-aire, laquelle est le 
canevas de la matrice h; 1-aire &; (x) = S,(x), matrice 
du groupe (0x1)—(m}). S;(x) se confond avec S(x) 
el (n-)avec (ee): 

Je désignerai par (x) le tableau à g,-lignes et 
m colonnes de la matrice S(x), dont le canevas est la 
À-ième ligne de la k-aire P(x). 


24. Répartissons les m variables x, (unités «,; quadra- 
tiques f.) en À systèmes X (€; $,) de la façon suivante, par 
exemple pour les x, : 

X, contiendra les g, premières variables x,; X, contiendra 
les g, variables suivantes; ...; dans X, figureront les 2; der- 
nières variables x,. 

On exprimera ce fait par la notation suivante : 


\ y au tA . . . . 
Lu ere Less Dyitis see) Lgitgss v--5 sen an HO0P) Hé DOOHOOE 20) 


| 
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obtenue en écrivant les m variables dans l’ordre croissant 
des indices et en séparant 

par le point et virgule, les variables de systèmes X; dif- 
férents ; 
par la virgule, les variables d’un même système xX.;. 


25. Le groupe (n,) dont la matrice est nulle ne contient 
effectivement aucune variable x,. Le groupe (1,), dont la 


matrice S,(x) a l’ordre g, + g, = hy_, et pour canevas la 
binaire 
( : ) 
Pa 0 
contient effectivement chacune des variables de X,, .... Le 


groupe ("m) dont la matrice S;(x) a pour canevas la 
matrice À-aire 


> O 
210, 
JO JADE CAO TONI OCEAN) 


contient effectivement chacune des variables des systèmes 
X,, Moy +.) X)_,, Mais ne contient pas celles des systèmes 
Xp Ms --- VX. Enfin le groupe (1n;) = (e) ne contient pas 
les g; dernières variables, celles de X7, mais contient elfecti- 
vement chacune des »m — 2, premières. 

Comme 5; s'obtient en complétant la matrice S,_, par g, 
dernières lignes, celles du Tableau @, (23, in fine) et par 
21 dernières colonnes, composées de zéros, on voit que le 
tableau @, contient effectivement chacune des variables 
de Xe 


26. De même, on voit facilement que chacune des variables 
de X;_, figure effectivement dans une au moins des g;, qua- 
dratiques du système #, (24). Ces g, quadratiques sont pré- 
cisément fournies par le tableau ®,. 

On remarquera encore que les quadratiques f, du sys- 

Ann. de Lyon. 3 
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tème $, sont nulles. Il existe donc entre les f,, au moins une 
relation linéaire homogène, à coefficients constants. Cela 


entraine (n° 16) À < ». 


DE Em ples 


= ê= 2, PE FE 2: (E) = (X1, Lo3 ds, di). 
PL CUS 2 S1(Z) S32(x)\ 
D à Di — }- 

Pas © 2 S1(T) Sya(æ) 
DO 
0 o 
0 o 
SA 
Sy Sy © © 
Sy, Sy2 O O 
= 20 J3— an TE 2432 L1T Asa a des 


VE 2 
fa dun L? +. ..) 


f; et jf, ne peuvent dépendre, toutes deux, uniquement d’une 
seule des deux variables x, et x,. 


CHAPITRE IV. 
PROPRIÉTÉS DE LA FORME RÉDUITE. 


28. Soit un groupe (€) commutatif et pseudo-nul dont la 
matrice S, mise sous forme réduite a pour canevas une 
k-aire P(x)—=(p(x)), pu(x) =tableau (8, gu)=aire, 
Our, 2,210) avec) = 0 poutre 

Prenons une matrice »-aire C, invertible, à coefficients 
constants. Supposons que C admette pour canevas une 
matrice k-aire Q = (4;,), où 9), est un tableau (g;, g,)-aire, 
formé avec des éléments de C, et qu'on ait g,, = 0 pour 
u> À,|gn| 0. 

Si l’on applique aux x, la collinéation C, chaque variable 
du système X) (24) se transforme en une fonction des 
variablestde % Luc 


PROPRIÈTÉS DE LA FORME RÉDUITE. 3) 
Lorsqu'on transforme le groupe (e) (7) par la colli- 
néation C, on reconnait que la matrice S(x) garde la forme 


réduite, les entiers g, (24) étant des invariants. 


29. Je dirai qu'un indice «, pris dans la suite 1,2, ..., m, 
appartient à l’indice À, pris dans la suite 1, 2, ..., #, lorsque 
la variable x, figure dans le système \:.. 

Soit maintenant un coefficient &,8, 0, où &,f, y appar- 
tiennent respectivement aux indices À, 1, v. Comme 


CPE POEDIET E (x, Br Pp T0), 
ï 
Sas(z) À 0. 
D'autre part s,8(x) figure évidemment dans le tableau p,,(x) 
du canevas P (x) et p,,(x) £ 0. Cela exige (28) À > 11. 
Reprenons la formule (1) du n° 2 


EBEy — D Ex ap: 
œ 
Silemproduit ee, dépend de lunité €,, on a ag, 0 et 
u À. On verra de même que v < À. 

Si & appartient à l'indice À, l'unité , figure dans le sys- 
tème & (24), etc. Il vient ainsi la proposition suivante : Le 
produit d’une unité de £, par une unité de &, ne peut 
dépendre que des unüés de €,, &,,,, ..., Ex où p désigne 
le plus petit entier immédiatement supérieur à 1 et à v. 

C’est une généralisation du théorème bien connu (voir 
par exemple Il, /ndex, 31) que voici : Dans un groupe 
pseudo-nul on peut choisir les unités de façon que le pro- 
duit se, dépende exclusivement des unttés e, dont l'indice 
est supérieur à $ el à Y. 


30. Combinons les résultats précédents avec les explica- 
tons de M. Frobenius (I, /ndex, 9) sur les sous-groupes 
invariants et leurs groupes complémentaires. 

Nommons Z, le système formé par les #, unités €, de 


c, -.., dr et H, le système des m — h,, unités restantes. 
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Le produit d’une unité quelconque de H} par une unité 
de (e) ne dépend que des unités de H.. Donc les unités de H,, 
engendrent un sous-groupe invariant (D) de (e). Les 
nombres de (D) s'obtiennent en annulant dans les nombres 
x de (e) les coordonnées x, des systèmes (X,,..., xx). 

Le groupe homomorphe à (e) et complémentaire à (9.) 
est le groupe (n+) déjà considéré. 


31. Considérons les entiers a, GB, y(æ«,B,y—=1,2,...,m) 
elles indices 7, mL, MOV VE rt + L)aurquelse 0" 
appartiennent (29) respectivement. 

Dans (9..) les formules de multiplication sont 


2 
Epey— D a Ga8yr 
* (4 
À, Lo > ©, Lt À >> v. 


Par conséquent, la matrice de (D) s'obtient en exécutant 
dans S(x) les opérations suivantes : 


I. Biffer les }_ premières lignes et colonnes; 
IT. Dans les éléments restants, biffer les variables x, des 
DOME (Er Sen) 


32. Une matrice S(x) étant prise sous forme réduite, la 
condition II du n° 19 est satisfaite. Reste à satisfaire à la 
condition I et écrire que S(x) et S(y) sont échangeables. 
Comme (Préliminaires, 6) le canevas d’un produit est le 
produit des canevas, il suffit d'exprimer que les deux 
k-aires P(x) et P(y) sont échangeables, c'est-à-dire que 


(1) D Pretz) put) = Ù Pre(Y) Paul &), 
p Ê 
P=p+I, +2, NE À—1 (AE PME TO) 
La somme comprend À — 1 — 1 termes. 
_ La construction des groupes commutatifs et pseudo- 
nuls (£) se ramène ainsi à la résolution des relations (x) c1- 
dessus. 
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33. La matrice-canevas k-aire P(x) est de la sorte B 
déja étudiée (Préliminaires, 10); de plus, la zéro-ième dia- 
gonale est composée de zéros. 

Dans le groupe (e) choisissons x de façon qu’en outre les 
diagonales première, seconde, ..., H-ième soient composées 
de zéros. 

Cela revient à établir entre les x, un certain nombre de 
relations linéaires, homogènes, à coefficients constants. 
Nommons Z le système des nombres x ainsi obtenus. 

Soient x et y deux nombres pris, l’un dans Z, l’autre quel- 
conque dans (€) et xy — yx leur produit. 

La k-aire P(xy)=P(x)P(y) aura aussi (Prélimi- 
naires, 12) ses diagonales jusqu'a la H-ième inclusive- 
ment composées de zéros. Donc le produit d’un nombre 
de Z par un nombre quelconque de (e) est encore un 
nombre de L. Enfin, le système L est un sous-groupe inva- 
riant de (e). 

Je n’approfondirai pas davantage ici cette matière, la 
réservant pour un travail ultérieur. 


34. Il est aisé de voir que si S(x) est sous forme réduite, 
on a, quels que soient les entiers (g,, ..., gx), la relation 
88(z)=0 pour ££«. La condition II du n° 19 est déjà satis- 
faite et 1l suffit de satisfaire à la condition [. Les matrices 
S(x)et S(y) sont échangeables et dans le cas actuel 


SaB(&Y) = Sag(ye)= À sap(æ) so8(Y) = D sap( 7) so8(&), 
p p 
p— Br, B +, Da ae CALE 
Supposons que les quadratiques f,, ..., f,_, Soient connues 
et cherchons à construire f,. On a à écrire les »m — 1 relations 
D 0u)out= re) au Alors lastonmule 
ci-dessus montre que les coefficients de f,(x) ne dépendent 
que des coefficients de f,(x), ..., f(x) et des rela- 


tions de récurrence donnent f, à l’aide des expressions 


Jin SCIE 
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La construction du groupe m-aire (€) est ainsi ramenée à 
celle des groupes d'ordre moindre. 


35. Je me propose d’appliquer les considérations géné- 
rales sur la forme réduite à l’étude des groupes (e) de rang 
maximum 7 —m —1, pour lesquels le rang linéaire t est 
aussi (17) égal à » — 1. La matrice S, n’a qu’un seul suc- 
cessif (Préliminaires, 18), |9E — S,| = p”. L’équation de 
moindre degré à laquelle satisfait S, est SŸ = 

Taéorème. — Pour que r=m —1, il faui et il suffit 


Quel) Nr, 6 A). NutrementditdanManorne 
réduite, À = m et tous les g ont pour valeur commune l’unité. 


IL. La condition est nécessaire. Puisque r =t=m —1, 
le calcul du n° 20 donne 


&,(æz) o 
se ( À ) } 
L1(x) 0 
où &,(x) est la matrice (m7 —:r}-aire du groupe (8,). Le 
rang de &,(x) est m — 2, car si ce rang était moindre, ni le 


1 æ 


& 
tableau ( à 
pis 


ralent avoir 77 — 1 pour rang. 

Le groupe (0,) a donc aussi le rang maximum m — 2 et le 
rang linéaire 71 — 2. Raisonnant de même sur (0,), (03), .…., 
on verra que 


) à m lignes et m — 1 colonnes, ni S, ne pour- 


RM Bi ga— Le 1 (9 (2) 
CO/NE DE 


IP ZA condition estisufisante SU) EP) Me 
système X, (24) se compose de l’unique variable x,. La qua- 
dratique f, contient les variables x,, ..., x, , et contient 
effectivement x,_, (25); 

! Ofa(2) 


D a 


Æ 0. 


Su,a—1(Æ) = 


Alors la matrice S, fournit un déterminant (m — r}-aire 
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non nul; c’est 


= Sh1839. . . Syn,m— qe 


m1 Sym? $ m,m—-1 


= EN à 


36. Lemme. — On a x” =£ 0. Je dis d’abord que 
S(xmr1) = Sn 0, 


En effet, la matrice S, est de la sorte considérée au n° 12 des 
Préliminaires et le calcul du n° 13 montre que s,8(x”"-")=0 
à l'exception de 


Synt (2m ) = So S32 g.9 Syn,m—i Fr 0, 


en vertu du n° 35. 
Comme Sr —S(x"1)Zo, les coordonnées de z7 
savoir 


(2 )a = TBSas (2), 


Ÿ 
= 

B 
ne sont pas toutes —=0 et x” =< 0. 

On peut donc choisir dans (€) un nombre d tel que : 
MSI()ait le rans m1: 0,420; 3%l'équationtde 
moindre degré, à laquelle satisfait S,, soit S7 — 0 (35). 
Ecrivons alors, par un calcul direct, 


Bed (HO 0) 
a 
dis = dy. Je dis que la matrice m-aire D —(dg,) est inver-- 
tible. 
S'il en était autrement, on aurait entre d, d?, ..., d”' une 
relation linéaire, homogène, à coefficients constants et sca- 
laires, o(d)—o, le polynome o(e), à indéterminée p, 


étant 
or) = le + hot... + Ton. 
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On aurait ensuite 
0 = S(p(d)) = o(Sa). 
Mais on ne peut avoir que S} = 0; donc 9(P) = pe”, d" — 0, 
ce qui est absurde. 
La matrice (dg,) est donc invertible. 


37. Les m quantités hypercomplexes d, ..., d” étant 
linéairement indépendantes peuvent être prises pour 
unités. 

Tout cela, à la similitude près, revient à faire €, — d* ou 
à écrire les formules suivantes de multiplication : 


(4 


De là &g, = © poura =£ 8 + y,et aug, = 1poura 6 +. 


__ 1! dfa(x) 
SaB(Z) = Ta en 0x8 ; 
MODES B+y—=a, 
B;Y 
T0; To feriez, fi 2% + x, 


En résumé, on a la proposition suivante : 


TnéorÈème. — Pour un groupe (e) de rang maximum, 
on à 

(e] 
42, o 
17 va O 

So — 2 1 
La Pa 4 © 

T m1 TL yn—9 See æ, (9 


Entre les quadratiques /, il n’y a (17) que la seule relation 
linéaire f(x) =0. | 

38. Nous verrons plus loin (Chap. IX, X et XI) que les 
groupes de rang maximum possèdent aussi la propriété d’être 
normaux et quasi-normaux. 
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CHAPITRE V. 


APPLICATION : CONSTRUCTION DES GROUPES (ec) BINAIRES, 
TERNAIRES ET QUATERNAIRES. 


DOM OUR TT, On 47— 0, 9,—0,(E)— (0). 
our onu our Pour —0,()— (0,0): 
Pour r =1, on est dans le cas du rang maximum et (37) 
2 
fi= 0: fa %;, 
(e) = (0, xi), 


0 À, 


40. On a les quatre hypothèses suivantes seulement (24) : 


(c)= ARENA roc, per dl | Ta5 Las Æs |. 


AP )polheseNx,; x, &\: 
RE, DA Sz= 0, 
(e)—(0,0,0). 
42. Hypothèse | x,,x,; x; |: 
OS = 2; =, He — 0: 

f: dépend effectivement de chacune des variables x, et x, du 
système X,. La forme quadratique binaire f, n’est pas carré 
parfait. Une collinéation binaire convenable permet, effec- 
HHÉeS um, et r., de faire, — 27,7. Quant aux transior- 


mations (7) que la collinéation opère sur f, et f,, elles sont 
indifférentes, puisque f, — f, — 0. Finalement 


(=D er it 
43. Hypothèse | x, ; x,, x, | : 
KR; 81— ll) 82 — 2, JC 


Les deux quadratiques f, et f, du système $, (24) ne con- 
tiennent que la variable unique x, du système X,. Il vient 


2 = ait, J3— anti. 
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Prenons la matrice ternaire 


et posons æ — C[x] (7). Il viendra 
P(e)= cn fe) + en fste) = Kat Kz, 
A(r)= Caafa(T) + Css fa(æ) = K,2?=K;,, 


K; = C2 dons + Ces Asn1 K3— Cy2 Gris + Css Gars 


On peut choisir l’invertible C, de façon que K,— 0, 


= D'ou 


(Doro x): 


44. Voici le Tableau des quatre groupes ternaires (e) : 


(1) læ, Lo; T3 | (0,0,0), 

(IL) rires] (o,0,2 72), 
(HT) | Li13 D | (0,0,æxi), 
(IV) 15 Gas (0,2, 2æ,æ2). 


En effet, pour construire IV, il suffit de remarquer que le 


rang est maximum (37) 


m = k. 

45. On ne peut faire que huit hypothèses : 
(1) Ti, Los D a, | =, 
(11) Le en | 
(II) rio Lo; Gas æ, | k =, 
(IV) TAB Een Bay La | | 
(V) LEE en 20 | | 
(VI) Zi 5 En on | ES, 
(VIT) 7 OPEN 
(VIII) AE CAS de k = 
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47. Hypothèse 11 : 
0; EX, œ Œ 


JA 


F=R= =, FO Te 
La forme quadratique ternaire f, contient chacune des 
trois variables x,, x,, x. 


Le déterminant de f, est = o. Prenons la matrice quater- 
naire invertible 


Ci: Co Ci3 O 
Ê EE Co1 Co2 Ces © 
(GENE ANCE EN) 
O Oo O Il 
et posons 
z—C[z]. 
On aura 
FE) = eu f() + f(x) + as f.(æ) = 0 
PEN 0); I) = 0 


Pa) = AC ED = fi (œ). 


On pourra choisir C de façon que 
A(CAADE + 2T 2. 


()=—= (0/00 22710) 


Finalement 


48. Hypothèse III : 


HN) 


fi, fix duiti+2as » fini +... 


Introduisons une collinéation quaternaire invertible 


C3 C, 


Cfx|, 
A=A(C)=0 

Le) = cf (1) + eu (Lx), 

ACER (x)) + 


Il viendra, en posant (7) x — 


FOTOS 
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On va mettre à profit les indéterminées des deux matrices 
binaires invertibles L et M pour simplifier l'expression de 
FE ijier f,( . 

On traitera par le calcul direct, plus rapide dans l’espèce, 
la question, laquelle est un cas très particulier d’un problème 
général bien connu (‘). 


49. Le faisceau u, f, + u,f, = F de formes quadratiques 
binaires contient au moins un carré parfait. On disposera 
déjà des matrices binaires L et M de façon à faire f, = x:, et 
l’on n’emploiera plus après que les matrices binaires 


Cn  O CESNO 
Co Cao Cys Cr 
Considérons l'équation quadratique avec une racine nulle 


Pr El PA 


AR} — p’D + pa,>—0; 
P Aro P Goo 
= Ayi1 yo | 
Ayo1 22 


50. Supposons que la seconde racine de l'équation soit =£ o. 
c'est-à-dire &,,, 0. Le faisceau F possède un second carré 
parfait distinct de f, = x. On disposera de L, et M, de 
facontque-ce second carre partaitisoit 7 equene Tr 
On a ainsi le groupe 


(11) (e)—(0, 0, æ2, æ?). 


51. Faisons a, — 0, D 0, c’est-à-dire a,,, 0. On a 
media Ra) On disposerasdete RS nN EEE 
façon à faire f, = 2x, x,. De là le groupe 


(IL) (e)—(0, 0, &?,2œæ). 
(1) Voir, par exemple, le Mémoire de M. Jordan : Réduction d'un ré- 


seau de formes quadratiques ou bilinéaires (Journal de Mathéma- 
tiques, 1906). 
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DAMSoientn o— 0,0, — D, équation o(o)—'0 
est une identité; f, — a,1,%;. Cela est absurde car f, et f, 
ne dépendraient que de la seule variable x,.S, aurait le rang 
linéaire 1 tandis que, par hypothèse, elle a (48) le rang 
linéaire 2. L'hypothèse III ne fournit donc que les deux 


groupes (LIL, ) et (IE, ). 
53. Hypothèse IV : 
Ê= D; 81—T; Se — 0; 
1=0 CC) J3= au ti, fi din ti: 


Faisons 
2 = Clé]; 


Cya Cus Cr 


On disposera de C de façon à avoir 


O — doi — 311; = TO 


(LV) (e) = (0,0,0, x). 


54. Hypothèse V : 
R= 3, == BE = 
fi= 0; fa= dont, Ja As Li + 23191 Lo + As2o D) 


nie: 


me groupe binaire (0,) est /x,; x, |; il a déjà été cons- 
truit (39) et l’on peut supposer f, = «;. 
Posons 


(A) = 0; Ale), 
CE) —=— din fa(z) + Paz) = &u (x) + Aix), 
fi(&) = anf(x) (Cr). 
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Cela revient à faire 
O — 311 — 11: 


-Introduisons maintenant la condition S,S,=S,S, ('). 
Elle se réduit aux relations 


Sa1(2Y) = S3(L)S1 (Y) = Y1532(T) 
= Sy (YT) = 5327 )51 (TZ) = T5» Y); 
Sa (TY) = SL )Sa (7) = Jasi(r) =... = Lis y). 
Ainsi x, divise s,,(x) ets,, (x), ce qui exige 


O—A329 — Ayo 
Il reste 
Ja(æ) = 243910, CAC Er 


Faisons encore 


it 


O 


= I O 
HO |A GC 


O C33 Cs 


© ©. © 


O C3 Cu 
1) = Css f3Çæ) = Cut) 
— 2% Lo (Casio + Cas duo) = 2K3 TT: 


FA) = 23 Lo (Crs@s1o + Cyxduye) = 2K, Lio. 


On peut disposer des c;,, ..., c,, de façon à faire K, = 7, 
K,=— o. On ne peut d’ailleurs supposer 


0 dy An 3 fu 
car 5, aurait alors le rang linéaire 1 et non 2. 
Finalement 


(V) O7 0) 


55. Hypothèse VI : 


RS, Di Da 0 De — 2 


(1) Je n’ai pas encore, dans la discussion du présent Chapitre, fait usage 
de cette condition. On vérifiera sans peine qu'elle est satisfaite pour tous 
les groupes précédemment construits. 
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On a, pour le groupe ternaire (4, ), 
| CD 
C’est le groupe construit au n° 43, le groupe ternaire IN, 
(UD) = ox), 


Dans (e), nue ‘ 
VHENLE=0); J3—= Li 


Les conditions S,;S, = S,S, donnent 


SCT), (T)s31(9) = MST) = 5 (yx) — Li5,3(Y); S,3(T), 


divisible par x,./f,(x) est une forme quadratique ternaire 
ent,, 2, x; et l'on doit avoir 


Ay32 — Ay33 — 0. 
Posons 


TZ = 2%, Lo — Lr Lÿ— Ty, DL is. 
Alors 
AHSA MAOEC 


et 
(0) = Ji(&) — ay f(x) —  @) 15 au f(æ), 
ce qui revient à faire, dans f,, 
Gr = Où 
Il reste, tout compte fait, 
Jai) = din Di + 24 (Ar19 Lo + Anis T3); 


f, doit contenir effectivement chacune des variables x, 
et #,, puisque le système X, a deux termes. Le déterminant 


de f, 


O dy ris 
> > 
Ayy2 Aya OO |—=—Q;;30%»27 O. 


Crna © © 


Enelerisi@,,; —0,,/,necontientipas %.; SLG,>— 0, / ne 
contient, outre æ,, que la variable unique @,,,%, + &,,,%3. 
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Posons 
Zi= CL, CEA, 
Lay — Co Æ —Ci%, 
BC} Da ct CU, ce (ts — ec," o), 
= 


Il viendra (7) Re 
A2) (2) 0; 
ACC = c = ces. 
Hero (22,6%) 
Arc z er er) 


—2 a Ee La Es je 
(l 
— Ay92C2Ly + 201 T1 Ay19C2 Lo + dy13 C3 La EE An13C Lo \ 


—2 A GES 
= Apo C5 Lo + 2L1Æ3 CiC3uis + 2 Li Lo Ci (Ayo Co + Ass €) 


Définissons c,, c,, c;, e par les relations 


os ns Pi 
C3 Ci—]l; Aj22C9 — 1, C1 C3 dus — 1; 
: U,12 Co + 13€ — O- 
Al 
D'où 
I I yo 
CIC, Ci— Ci— ; — e— 


Vans AVG 
ce qui est parfaitement possible puisque 
A9 137 0. 

Il restera, revenant à la notation habituelle, 

Ji(æ)= f(x) = o, Paz) = xi, f(x) = ti +2æx;; 
il vient le groupe 
(VI) (e) = (0, 0. x, x? + 2, æa). 

56. Hypothèse VIT : 

RE 0 RME — D: D ot 
Le ternaire 
(8)=}t, 2; T3 | 

est le groupe II du n° 44 : 


(4) =(0, 0, 212). 
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Dans (&), 


puisque f, doit contenir effectivement la variable x, du 
système X.,. 
Or la condition S,S,= S,S, donne 


Si (LY) = S,3(&) Sa(Y) 1006227 707162F 
Sa (TV) = 553 (TL) 83) = Ya SL) = Sy VX) = Mi Sx3(Y)- 


S,3 (x) doit être divisible par x, et &,, c’est-à-dire = 0, ce 
qui est absurde. 
L'hypothèse VII ne fournit aucun groupe. 


57. Hypothèse VIII. — On a affaire à un groupe de rang 
MaxIMUM puisque £, = Lo = L3 = L,—=1 (35). 
Donc (37) 


(= (0, ri; 2721, gi r2xit3). 


58. Voici le Tableau des huit groupes quaternaires (€), 
classés suivant l'expression du déterminant | E — S,|, décom- 
posé en ses £lementarteiler ou successifs : 


(VII) DO NL 2) La Dr 2123); 
(V) : (o LP PET 0), 

(VI) pe (Oo 0, Li 213), 
(D), HO) 

(IL), PT or es), 

(IT) * (o, "0,0, x F27ix:), 

(IV) cu | (0,0, 0, xt), 

(1) FPERN(O702 010) 
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CLASSIFICATION DES GROUPES («) 
D'APRÈS LEURS SUCCESSIFS (ELEMENTARTEILER ). 


CHAPITRE VI. 


CLASSIPICATION. 


59. Je me propose d'appliquer à la théorie des groupes (€) 
quelques résultats, obtenus par moi ailleurs (/ndex, IV) et 
qui sont résumés ci-après. 


60. Soit une matrice m-aire À, telle que |pE — A| = p”. 
Admettons que A possède 2; fois le successif p/i, avec 


à ‘à 
DO PR UE m =Y Pier Po Does 
i 


= Se Princeton à, PDC Di Dre 


Introdwsons" punombres A, EU re piNainsr 
définis : la liste des L) comprend 


P—p1 "fois l'entierwy; 
Pi—pP2 fois l’entier }:, 


Pr px fois l’entier yz_1, 
Pr fois lentier 7. 


IL est évident que les », forment une suite jamais décrois- 
sante : À À’ entraîne h) = h;.. 
Alors, pour un choix convenable de variables, la matrice A 
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a pour canevas une malrice p-aire 
A (dy): 


où &,, est un tableau (h;, h,)-aire formé avec les éléments 
de A. 

On à &,— 0 pour À£u. Les &, =£ 0 ne peuvent avoir 
donc plus de colonnes que de lignes, puisque k, 7 4,. 

De plus &, — 0 pour À — n 1. Quant au tableau a, 
il a la constitution suivante : Îes #;_, premières lignes, avec 
les h;_, colonnes forment la matrice L,_,-aire unité, tandis 
que les }; — h;_, dernières lignes sont composées de zéros. 


(e) 
= No 0 ) 


p,p—1 (o} 


les &,, non écrits étant nuls et 


ñ D, à = 
À, = 1 — 
L ON NOTÉE EN 


0e 
E,,_,— h)-aire unité. 
Je dirai que À est mise sous forme canonique ou est 
canonique. 


61. Tout cela posé, j'ai démontré que toute matrice 
m-aire B, échangeable à A, avait l'expression suivante : 
B a pour canevas la p-aire 6 


Fi] = (bu) 
où les tableaux (#;, ,)-aires, k,,, formés avec les éléments 
de B, ont la nature décrite ci-après. 
by = 0 pour À < uw. Les autres b;, S'obtiennent par récur- 
rence suivant la formule 


by Diy li, 
by = 
(o) Wu 


52 TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE VI. 
où les tableaux 
(A, hyt — y)-ire my, 
(x — y, hu — hy)-aire y 


sont arbitraires. On remonte ainsi aux tableaux b;, de la pre- 
mière colonne de #5, lesquels sont arbitraires. 


62. Reprenons maintenant la matrice S, du groupe (€). 
Admettons que, pour x quelconque, les successifs de 
|[oË — S,] aient la nature dite au n° 60 

MESSE pr. Por EN OP pee Up DRE PACE 


—_— — 


g fois. g, fois. g; fois. gx fois. 


Soit e un nombre quelconque de (e) tel que, en posant 

S(e)= A°, [pE — A°[ ait les successifs qui viennent d’être 

dits. À étant la matrice canonique du n° 60, on a une matrice 

invertible canonisante L, telle que A°=L-'AL. Mais 

AUS el (ED) 

| Se) RE te 
At S(e). 


On peut donc, à la similitude près (7) dire que S, decient 
la matrice canonique À quand x devient égal au nombre 


fixe e. 


63. Alors, eu égard au n° 61, la matrice S, étant, pour x 
quelconque, échangeable à A =S,, a la forme B et pour 
canevas la p-aire 


0) (0,2) OL U=%)..,. pp), 


où g,,(%) est un tableau (h;, h,)-aire, formé par des s,8(x) 
et ayant la nature des b,, du n° 61. 
Pour z=e, S;1devient S/= A; "donc 9; (ec); pour 
À—u=£retqg))-,(e) a la forme dite au n° 60 pour @& 1... 
Pour achever la construction de S, il faut encore exprimer 
que S, et S, sont échangeables et que les successifs ont 
l’expression voulue. 
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64. La forme de S, ressemble beaucoup à la forme réduite 
exposée aux Chapitres précédents. 

On peut, comme au n° 24, répartir les &,, &,, f, en sys- 
tèmes &), X), h, l’ordre du système d’indice À étant ;. 

On reconnaît facilement que les quadratiques de f, ne 
peuvent contenir que les variables x, de X,, Xo, ..., Xp 


65. Disons, comme au n° 29, que l’entier #, pris dans la 
suite 1, 2, ..., 72, appartient à l'indice À, pris dans la suite 
1, 2, ..., p, Si &, est compris dans le système x. 

Soit maintenant (voir le raisonnement analogue du n° 29) 
un coefficient &g, 0, où &, 6, y appartiennent respective- 
ment aux indices À, pet y. Comme ag, £ 0, Sg(t) <0, et, 
puisque s,8(x) figure dans le tableau g,,(x), gu(x) 0. 
Par conséquent À 2, puisque g,,(x)—=0 pour À < 4. 

Reprenons la formule (1) du n° 2 


EyEp— se DE Aufy- 


x 


Si le produit &ge, dépend de l’unité e,, ag, 0, et \2 1. De 
même À = v. 

Nommons p le plus grand des deux entiers y et v. Il vient 
la proposition suivante : Le produit d'une unité de £, par 
une untié de €, ne dépend que des unités de €,, 


EL) COR 
66. Considérons la matrice h;-aire g(x). Comme 


lPE—S.|= {Tex —g(x)l COTE D): 
À 


E;, = h-aire unité, on voit que |pEx, — gh(x)| = puis- 
sance de p. 
D'autre part la condition S,S, = S,S, donne 


gn(æ) qn(r) = gn(7)gqn(x): 


Nommons y,(x) ce que devient gx (x) lorsqu'on y biffe les 
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variables x, de X,,X,, ...,X)_,, ne laissant subsister que les 
variables de x... 

Se reportant au n° 19, on reconnait que la matrice y1(x) 
satisfait aux conditions indiquées pour étre la matrice d'un 
groupe h;-aire commutatif et pseudo-nul. 


67. On verra facilement aussi que le groupe (£), dont la 
matrice a été mise sous la forme indiquée au présent Cha- 
pitre, possède des sous-groupes invariants, ayant l’origine 
indiquée au n° 33. 

Il est évident aussi que S, conserve sa forme actuelle 
quand on transforme le groupe (e) par une collinéation à 
matrice B (61). 

On retrouvera aussi d’autres propriétés communes avec la 
forme réduite, introduite au Chapitre III. 


CHAPITRE VIT. 
APPLICATIONS. 


68. Comme application du Chapitre précédent, on cons- 
truira le groupe senaire, m— 6, (c) tel que|[pE —S;) = po. 
(OC NT OV RME EE de ©. est 
ŒQUATe AU 

En vertu de ce qui précède, S, a pour canevas la ter- 
naire 

qu(æ) 
Q(xz)=| qu(x) gn(x) ) 
u(x) sx) sx) 


où les g,,(x) sont des matrices binaires. Appliquons la 
formule de récurrence indiquée au n° 61 pour le calcul 


il 
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des b,,. Comme les sont égaux, il vient 


ui(t)= qu(x)= que) = o(æ) 
a _ _ . (ii ) ve Cr 4) 
SD 522 DNS Se ACT 5567 
HERO ni 


Un(æT) U»(t) 
ti 5 
? 
S63 S6k 


I 


= qu(z) = quiz) = U si) 


\ 541 Sy 
ete) = 
SN NSEr 
69. Leume. — w(x) —o. w(x) est (66) la matrice d’un 


groupe binaire (e). Done, si w(x) 0, on voit que (39) 


OO 
DA) — ( ' 
GPU O 
à la similitude près. 


Comme S, a le rang 4, il vient 


200 0  o 

S31 S3o (o) à 

SES æ = =—|S,.|= xs, = 0 

41 42 1 O mn: D | = 871099 =) 
Siç 

Ss1  Sÿ2 Say S32 © 


Son S62 Syr Sy Zi 


SE 0 Alors) a, x; 
Asy1 Æ O 
u(æ) =( 311 T1 À. 


one = Con a (63) oc) = to; doute —/'omet 
u(e)= E, = binaire unité. 


Mais 
“a=(® 


et ne peut être la binaire unité. 
Il est donc absurde de supposer w(x)< 0. GO EUDe 
On fera dorénavant w6(z)=o. 
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70. La condition S,S, = 5,S,, c’est-à-dire 
Q(æ)Q(»)=Q(y)Q(x) 
se réduit à la relation unique 
Qu(ty)= quiz) qu(y)=u(æ)u(y)= u(y)u(æ). 


Les deux matrices binaires u(x) et u(y) sont, pour x 
et y quelconques, échangeables. 

Les quatre éléments w,,(x), ..., u,,.(x) de u(x) dépen- 
dentélimeéarement der Mettre  DUISQUeN TPE) 
Ji = fa(dss Ga). 

Nous reportant au Chapitre [, nous voyons que w(x) est 
la matrice d’un groupe binaire (uv), commutatif, mais non 
forcément pseudo-nul. D’ailleurs u(x) £ 0, puisque 


u(e) —= De 
Le déterminant 
p—un(x) ui (2) 


NE —Un(x) p—ux(x) 


décomposé en ses successifs, ne peut avoir que trois expres- 
SIONS : 


(1) (ar) (eo = 7/2) (KZ k), 
(IT) (ot) E 


71. L'hypothèse IT] est inadmissible. 
En effet, alors 


an ao — Un ee 
1 x 2 
c'est-à-dire 
VE ar Les 2 ve 2 
S39— 0, Sy, — 0; fs— sut = Cho, 
Us — Us — gs Li — Ay99 La — 0, 


d311— 99 — 0, Tire 0) 


le rang de S, est inférieur à 4, ce qui est absurde. 
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72 Hypothèse 1. — Soit x° une valeur quelconque de x, 
telle que 
lpE— u(xo)|=(p — Ki) (p — Ki), 
RÉ 711720) Re — 0 (A) 


Transformons le groupe (v) du n° 70 par une collinéation 
binaire (7) qui mette w(x°) sous la forme canonique 


=(" : 
OMS 


u(x) est échangeable à U; donc 


re, - Ve 
0, 


Sga(æ) = 0, S1(T)= 


= Ji= ain 2. 


D'ailleurs 4,,,a,,,£ 0, sans quoi le rang de S, serait 
inférieur à 4. 


Posons (7) 
Li — Ci Li; La — Cr2L), Lay — Ci T3 Ty — Co, 
Ts — C1 Ds, LG — Co2L6; ge = Cf) |e 


la matrice C a la nature indiquée au n° 67 et est de la forme B. 
Alors 


A(æ)= 7 (x) —o, 


f.(& a 
AG), Lœ)= aux — His 
c 


DE RE ui — 27, 
et finalement on peut écrire simplement 
fat) = x, f(x) =; 
d’où, eu égard aux formules du n° 68, 


Js(æ) — 2L1La + Qs11 2? + 2 As19 Li Lo + As22L%, 


fit) = 2222, + den Ti + 20512 Li do + Agro Dre 
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73. Prenons la matrice senaire 


f (e] 

Oo I 

CC o 
Ê = 

Ci Cy2 © L 


CCE 2 CRC RON 


Elle est de la forme B (61) et est échangeable à S, et à la 
canonique (60)S,, qui est de la forme A. 
Posons 


Li Ladder, Us Lace Cu Line Cie Co De Ce UE Cie de 


D3 = L3— CALCA LE Gone Li Lyon Can Ta D Cyo T2: 
Il viendra 


A(c)=fG)=0 AC) )=7, fa) =#;, 


HE fx) Ecnfstz) Pc, (x) = cu, Lez 
—2 —)}) . À 
He Die nee D) GC C0) 


= — —2 TE 
— x, (Gs11 — C3) + 21 Lo (Qs19 — Co) E To (As»2 + Cp) 2% 3; 
or —2 
He Ale ) + Cu fa(æ) + Cro fi ( CC: = Cros 
—? 
+ du TL; + 2 A2 LL, 2 Dee 242 (es Cri z TT Cy2 %:) 
= GT = Gran 2 TE (eee Ch) œ, (Géo — Cr) 222, 
On peut disposer de la senaire invertible C de façon à faire 


O — Ayyn — Can — Aoo € Cao — dy E Cu — Aégo2 = Cuoe 


Cela revient à faire, dans f, et f',, 


Asa A522 = Ari = Aç22 = 0; 


et 1l reste 
fs 2%%3 + 24%; 


Ho —2 Lotion 2 Cris Pa os 


{ O 
(62) = É 0) 


\ 


= 
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74. Tenons compte maintenant de ce fait QUES RES 
canonique (60 et 63); w(e) —EÆE, — binaire unité; v(e) — 0, 


\ 
ou 
551 59 
(LE ( : ) 
Sea S62 
On trouve 
CAC AE 
Co dia 5 19 = 0, C3 = Ass — O, 
Tram 0) = Cle NO 
Jatr)=ncee): COL 


75. L'hypothèse I fournit le groupe 
(6) =D er DE Non) 
Pour s'assurer que |9E — S,| — 5° 0°, on remarquera que : 


I. S, ayant le rang 4 possède deux successifs; 


I S/=— 0. tandis que S°Z0, et, par suite, le successif 
d’exposant maximum est p°. 


76. Hypothese 11. — On à (70) 
loE=u(x)|=(p—"#)?: 


Pour x° quelconque, on peut mettre, par suite, la matrice 
binaire, à coefficients constants, w(x°) sous la forme 


I 


k 
DC à L } = (CA) 
o 


u(æ) étant échangeable à UÜ, il vient, par un calcul facile, 


fx MACAI= 0; Un(L)= tu (T). 
Or (68) 
S51 S39 
B(GPV= : Gp = OC: Ses 
Syn Sy 
Jar) = ay}, Pi(R)= Ain Li + 243 did. 


77. Prenons la matrice C, de la forme B (60 et 61), 
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senaire 
I 
l I 
C31 C39 I 
ê= ; : 

Cry Co l I 

Cs1 C5 OCsi C32 1 

GA Ce CHR CLe Lu 
posons 

DO il; Lo Dit gen. Z,—=%, 


rOE e A(x)= fitz) + Lf(x) 
—9 nv ia Le 9 
= dy1Ti + 2 Aa Eire LE) + Vase; 


— T, (an las) Poasitimo. 


31, © Sans quoi S, aurait un rang inférieur à 4. On peut 
définir / par la relation {= a,,,a,;,. Cela revient à faire, 
dans f,, 4;,,, — 0. 


78. Posons encore x — C[x|, 


Ti — Cr La, La — Cao Lo, L3— C1 L3 Ty — Cao y. 


1l viendra 


per — 
f(x) = Ci (L) = Crnri Ti 43110pa0 


f(æ) — Con (L)— IC da La Lo 21 AE 


Onpeuttanmec/ =, 
Tout compte fait, on écrira, eu égard aux formules 


du n° 68, 
5 Æ, O0 
T2 = m(a)= ; 
LA 


sk 2 2 
fs = 223183 + Q51 LÉ + 2 As19 Pa Lo A5»2D°) 


2 
Je 2%%3+ 2%, + Qu LÉ + 2619 Ta Dot Arai 


79. Prenons la matrice C du n° 73 et posons x = Ca 
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Il viendra, comme au n° 73, 


fr) = fs(z) + cu f(x) + ca fi(x) 
— 2% L3 + A5 TT + 2 Ayno Di La + Ugo Là 
—p ses 
He Ca Li + 2 Cgo Da Lo = (dy11 + Cys) Li + 2(Qÿ1o + Ca») Lido 


m2 tn ENENNES, ee jee : 
HE 592 Le + 2% 3 — FAC TE Cyr) == 2Li%3 
—9 


5 2 = 
LA (Qs11 — Car) + D5o2 Lo + 2 di La Apoe 
Onpeut faire c,, — a;,,, ce qui revient à écrire 
Js= 2%L3 + 20519 Li La + Asn D? 
A 
De même 
R(2)= AE) + Cu fi (T) 
OT, T3 2 Li + es Li + 2 Ag10 D Lot Ugo L? + Con L? + 2 Cpo Di La 
2 To; 241%, + (Qui + Ci) i + 2(Q519 + Cyo) Li M 
—? — _— 
de Le — (den + Ca) Li + 2( 612 + Co) Li 
—92 enr En _— 2 
Get: +2 2% (Cs1%1 + Cd) 
—+- 2Tat,—22 (cut + Ci To) 
= — = — —2 —— 
= 2203 20 dit Li (din Cu) + 2 Li Lo (As12 — Cyr) 
— 2, s 
+ TL, (Q629 — 2 C3). 
On a déjà disposé de €,, = 4;,,; mais on peut faire encore 
Cr mn dons — Agos — 2C30e 


80. Tout compte fait, cela revient à écrire 
Js(&) = 2%i1%3 + 2 ds Di Lo + Aÿao LE, 
Je(æ)= 22232 LIL, + 20612 Ti Lo. 
Introduisons maintenant le nombre e tel que u(e) —E,; 
1 , a | Es ©) 
d’où, eu égard à la nature de u(æ) =( h En =; 
\dr 


, — 0. On doit avoir aussi ’(e) = 0 


S51 S52\  f T3 As19 Lo Asoi Li + A599 Lo 
b(a)= = ) 


S61 S62 LT, Ai9 Lo LT Agir Ti 


ONE; — to te; —A6to: 
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81. L'hypothèse IT fournit ainsi le groupe (€) 
(0,0, 4, 2% Lo, 244 Ds + As» T5, 22 T3 + 2%). 
‘On vérifiera, comme plus haut (75), que 
lpE—Sc|= p°p° 
82. Le présent Chapitre se résume dans la proposition 
suivante : 


Les groupes senaires (e) tels que ÏpE — S,| = 
au nombre de deux, savoir 


2 12 , 
(OO D 0e ere Dés), 


(0,0, t?, 221%, 24143 Asso Ce 2 To Es Port). 
Dans le premier groupe, 


D? 83%} + EL + Es 2 Li La + EG 2Lo D, 


DES DIE L?, x*= 0. 
Dans le second groupe, 


D EXT HE, 2% Lot Es (21 L3 + As L5) + E6 (2223 + 241%), 


DE Di EN Don I = ©: 


Ces remarques nous sont utiles plus loin (124). 
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CHAPITRE VII. 
CLASSIFICATION DES GROUPES (e:) D'APRÈS LEUR SIGNATURE. 


83. Dans son Mémoire Groupes abéliens généraux con- 
tenus dans les groupes linéaires à moins de sept variables 
(Journal de Mathématiques, 1907), M. Jordan a démontré 
plusieurs résultats, dont on peut faire aux groupes (£) une 
utile application. 


84. Résumons, dans notre terminologie habituelle, l’ana- 
lyse de M. Jordan. 

Un système Q de matrices linéaires m-aires est un 
groupe ('), si le produit de deux matrices de Q fait lui-même 
partie de Q. Un groupe Q est abélien, si les matrices en sont 
échangeables. 

M. Jordan ramène la construction des groupes abéliens Q 
à celle des groupes abéliens G, qui ont la propriété suivante : 
pour toute matrice À de G, on a 


JpE—Al—(p—:1)"7. 


85. Un groupe G de matrices À — (a,g), 


(HO PR 0) 

ou de substitutions 
4 
A— Ya DAC 

B 


(1) Le mot groupe a un autre sens que dans la théorie des quantités 
hypercomplexes. 


%, 
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laisse invariantes 7n,, m2 m, > o, expressions telles que 


(2 => PaY a (9a= const.), 
x 


linéairement indépendantes, qu'on peut supposer être y,, 


Vas 0e On alors 


No Ce (0) ) m 
AU AU) D Ge 
M) M—m 
E, 
Al) — matrice (m — m, )-aire. 
Le groupe (m — m,)-aire de matrices A!) est abélien et 
de la nature G. Nommons-le G.,. 
On raisonnera sur G, comme on vient de le faire sur G. 
On aura un nouvel entier positif m,,m — m, 2m, et 


NU Er o M 
se A2) M — M — Mo 


Ma M = M; — M 


= Mm,-aire unité; 


et ainsi de suite. On parvient ainsi au théorème suivant : 


THéorème. — 4 tout groupe abélien G correspondent k 


entiers posilifs mi (\=1, 2,...,k), avec m Dre. tels 
À 


que loule matrice À du groupe ait pour canevas la matrice 


k-aire 
Qi moe ec), 


Guy = tableau (m), m,)-aire, avec q,, = 0 pour LÀ. qn 
est la matrice m,-aire unité. 

Les entiers »m) constituent ce que M. Jordan nomme la 
signature |[m,, ..., m;,] du groupe abélien G. 


86. M. Jordan considère comme évident et ne démontre 
pas la propriété qui se résume dans le lemme suivant : Tout 
groupe G,, m-aire, admet pour invariants m,, mzm, > 0, 
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EDPTESSIONS P = PV, + +. + Em Vs Va = CONSt., linéarre- 
ment indépendantes. 

Le lemme est évident pour mr = 1, je vais montrer que le 
lemme est vrai pour un G,, s’il est vrai pour le groupe G,, 


mn 


(TN) 
Prenons une matrice ou une substitution B de G,, diffé- 
rente de l’unité. Comme |0E,, — B|— (2 —1)",E,, = m-aire 


unité, 1l est évident que la substitution B admet pour inva- 
riants W(0o<{u<{m) expressions p linéairement indépen- 
dantes, qu'on peut toujours, par un choix convenable de 
variables, identifier AVEC DAT Te 

Toute substitution A de G,,, étant échangeable à B, rem- 


Déc NE 2; u)hpar dan dy = const. et 


fatt) O E- 
Cr ( - 5 ; 
cat a(?) m — bp. 


l- m — 


l’on a 


où les matrices w.-aires a() forment un groupe G,. Le lemme 
est vrai pour G, puisque p<m; G, admet pour inva- 
riants m, >>o expressions P,Y, + ... +#,y, linéairement 
indépendantes, lesquelles sont aussi des invariants pour G:,. 
Comme m, = m' on a aussi m, > 0. CNOMELED. 


87. Voyons comment on peut utiliser les résultats de 
M. Jordan dans nos présentes recherches. 
Considérons les matrices s,= E + S,. On a 


IpE=S2|=(p —1)*. 


Les matrices $, sont échangeables entre elles et forment, 
par suite, au sens de M. Jordan, un groupe abélien G,, 
auquel nous n’avons qu’à appliquer l'analyse (83, 84, 85) de 


M. Jordan. 


- : Ê : à 
88. Cherchons à construire une expression PNR Ye 


x 


Ann. de Lyon. ; 
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invariante par toute substitution $,. On a 
Ps = Ÿes,[y]=v+S,[e), 
OS RAA] =) Pa Ÿ Bas (æ) = » RŸ Pasag(Z). 
o re) 8 œ 


Les », sont définis par les relations 


>. VaSap(T) = Ÿ zyrgy(v) = 0; 
w 


(4 


avec les notations babituelles (Chap. 1). Ces relations devant 
avoir lieu pour tout x, il vient 
AAA Tgy(“)= 0, 
c'est-à-dire 
REC: 

Nommons (11) @ le rang linéaire de la parastrophe K,, 
pour w indéterminée, les v, sont liées par À équations linéaires 
distinctes. On à m,-—m — @ expressions » linéairement 
indépendantes. #7, est positif puisque (26) À < 7. 


89. On peut, à la similitude près (7) admettre que ces 7, 
expressions 9 invariantes sont ÿ,,..., /., Les relations 
R(#) = o se réduisent à 


0 — Pit = PV 


et dans R (x), l’élément r8,(u) due ne contient que 


(4 
Uno Um AU tieMeNNdil, Ne — OM DO UE T0 EU 
suite, dans S,, les m, premières lignes sont composées de 


zéros et 1l vient 
: 0 0 mi: 
Sa — ; 
... M,(z)/m—m, 


M) M—M 


M,(x) = matrice (m — m,)-aire dont les éléments sont 


less Copoue=rv AE 


La relation S,S,= S,S,, entraîne 


M(z)M(y7)=Mi(r)M(z). 
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D'ailleurs |pE,,_,, —M,(æx)| = 0", puisque ce déter- 
minant doit diviser |pbE — S,| = 0”. 


90. Nous avons, en opérant sur la matrice m-aire S,, trouvé 
l’entier positif », par un procédé exempt d'ambiguité. Nous 
allons trouver », en opérant d’une façon analogue sur la 
matrice M, (x). 

La matrice invertible 30,(4)—E, , + M,(x), où 


EP (m — M; )-aire 


unité, est analogue à la matrice s,= E + S(æx). Les 3t,(x), 
pour lesdivers nombres, forment un groupe abélien (au sens 


HNPNordan)iG,, car |, 0 (x) = (on) 


91. Proposons-nous encore le problème : Construire les 


expressions = JO «> m,, invariantes par chaque 
. . œ 
substitution 


JUIL) —| y M{x)[y] L 
Comme au n° 88, les », sont définies par les relations 
à 
D vaste) (ac B>m), 
x 


c'est-à-dire, toujours comme au n° 88, par les relations 


(Chap. D) 
D Dareun De Din Drvrmte) 
x \ “ 07 Y 


Comme x est quelconque, les #, sont définies par les 
relations 


(1) ryp(9) = ray(v) = 0 CEE 2 0) 
92. Nommons R, (u) le tableau (77 — m,, m)-aire obtenu : 


1° en supprimant dans la matrice parastrophe R(u) les », 
premières colonnes; 2° en biffant dans les éléments restant 
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les termes en w,, u,, ..., u,.. Les relations (1) expriment que 
A) = (y 


Nommons %, le rang linéaire du tableau R,(u). On a 
évidemment @,< 4, U étant le rang linéaire de la para- 
strophe R(u). Il y auram—m,—@,=û—û,— 77, expres- 
sions ? linéairement indépendantes, que, à la similitude près, 
on pourra identifier avec 


Ÿ'm+1) QT) ŸJ'mi+ma° 
On aura, pour tout x, 
M, (Z) [Yo] = Jo 
M;(z)[ Yo] = 0; 


C—M+I, D'oa9 Mi, + Mo, 


DZ TC = . (Ê>ru), 
B 


558(%) = 0. La (m—m,)-aire M,(x) a ses m, premières 
lignes composées de zéros 
(o] O M; 
M;(z) = M < 
ee 2(X) M — M — Mo 


M> M — Mi — M 
On raisonnera sur M,(x) et sur 


JT ( æ) = Dose + M; (æ) 


comme on vient de raisonner sur 3, (x) et sur M, (x) et ainsi 
de suite. 


93. On calculera de proche en proche les différents entiers 
positifs m,, Mm,, M, ..., qui constituent la ssgnaiure du 
groupe abélien G,, formé par les matrices S,, pour tous les 
nombres æ. 


(1) On pourrait, à cause de la symétrie de R(x), considérer tout aussi 
bien le tableau obtenu en supprimant les m, premières lignes. Le résultat 
est le même. 


7: 
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On aura ainsi 
| O m, 
gs — | 21%) 0 M 
L 
au(x) sx) 0 UF) 


m M 
94. Bref, on est conduit à la proposition suivante : 


Tuéorème. — À joul groupe m-aire (€) commutatif et 
pseudo-nul correspond, sans ambiguïté, un système de k 
entiers posiifs [m,,..., m,|, la signature du groupe, 
avec M—=mMm,+...+mx. Pour un choix convenable de 
variables, la matrice S, à pour canevas une matrice 
k-aire 

(x) = (putz)) Oro er lo) 


où ge est un tableau (m;,m,)-aire, avec q,,(x)—=0 pour 


U. 


RE 


95. Cette expression de S, est entièrement analogue à la 
forme réduite du Chapitre I. 

Par les mêmes raisonnements, on démontrera des résultats 
analogues que je me contente d’énoncer. 

On répartira les m variables x, (unités, €, ; quadra- 
tiques, /,), en systèmes X) (systèmes €; systèmes $,) tout 
pareils à ceux du n° 24. Le système X) par exemple con- 
tiendra 77) termes. 


Les quadratiques de $, ne pourront dépendre que des 
Danables de Xi. - Nyoi 


Disons encore que l’entier &« appartient à l'indice À (29) si 
la variable x, figure dans le système X;. Raisonnant comme 
au n° 29, on voit que le produit d’une unité de £, par une 
unitéde ©) ne dépend que des unités de £,, €, -", &x, 
où p est le plus petit entier supérieur à 1x et à y. 


96. La construction des groupes (£) ayant une signature 
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donnée se fera par des procédés analogues à ceux qui figurent 
aux Chapitres IV et V. Nous n’y insisterons point. 

On remarquera, d’après le travail précité de M. Jordan, 
que toute combinaison de nombres m,, ..., m, tels que 
M=M +... + mx, n'est pas forcément la signature d'un 
groupe m-aire (ec). Îl y a des signatures auxquelles il ne 
correspond aucun groupe. 

Cette remarque abrégera évidemment la construction 
effective des groupes (e) d'ordre » donné. Pour m < 5, on 
pourra utiliser immédiatement la discussion qui figure au 
travail précité de M. Jordan. 


CINQUIÈME PARTIE. 
GROUPES NORMAUX ET QUASI-NORMAUX. 


CHAPITRE IX. 
GROUPES NORMAUX. 


97. Jusqu'à présent, on n’a étudié que des groupes (e) 
généraux, C'est-à-dire assujettis uniquement à être commu- 
tatifs et pseudo-nuls. 

On s’occupera maintenant des groupes (€) normaux, 
c’est-à-dire possédant une propriété supplémentaire, que 
nous allons exposer. 


98. Soit, comme au Chapitre VI, 
IpE—Ss|= prpr...prpn...pn. pp... 


ST 


le déterminant caractéristique de S, décomposé en ses le- 
mentartetler ou successifs. 
On a, par des théories classiques, 
SE S(æ)— 0; 


de là 
(art) D zasag(z?) et Tri OO. 
8 


Prenons un entier 6, compris entre o et p + 1; posons 


Se 
D DE TE > Ea(Æ° 43 
(2 œ 
(x), est une forme homogène, de degré 5, en x,, ..….,: pa 
Il est aisé de voir que, si l’on prend arbitrairement les 
Vis es Yms leS M équations y, — (x )., aux 7 inconnues x,, 
n'ont pas de solution. 
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Déjà, pour 5 = 2, cas où les (x°), sont les quadratiques 
fa (x), introduites au n° 6, on a trouvé au Chapitre II, les 
résultats que voici: 

r étant le rang de S, et % étant le rang linéaire de la 
parastrophe, les f, sont liées par 7 — r relations algébriques 
dont »m — À linéaires, homogènes, à coefficients constants et 
A — 7 non linéaires (16). 

Il est évident que pour « > 2 on trouvera aussi des suJé- 
tions algébriques entre les coordonnées (x°), de x°. 


99. Dérinirion. — Un groupe (e) est normal, si la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que y soil une puis- 
sance c-1ème exacte (os = 1, 2, 3, ..., p F1), est ients, 
tence, entre les y,, d’un système (H,_,) de H,_, équations 
linéaires, homogènes, distinctes, à coefficients constants : 


HÉ==0; Er, 


évidemment. 
Autrement dit : 


I. Prenons à volonté x dans (€) et posons y — x”; les 
coordonnées y, de y satisfont au système (H,., ); 

IT. Soit, dans (e), un nombre quelconque y, dont les 
coordonnées y, satisfont à (H,_,) et sont d’ailleurs arbi- 
traires ; 1l y aura dans le groupe (e) au moins un nombre x, 
elquenere 


100. SL = > Ego Vo — Li >» Eo (D), 


œ 


on a, en différentiant, 
dy Æ de Ce et dx. 
» © 


dVa— a», drpSag (æ7—1), 


(&° Ve" 


Re Ci) 


Par conséquent: Lawrnatricetas (rm) cs aies 


4 
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matrice jacobienne des dérivées partielles des fonctions 
(x°)., prises par rapport aux variables 49. 

Nommons 7, le rang de la matrice S°. Raisonnons comme 
au Chapitre Il. Les m fonctions (4°), sont liées exactement 
par m—7,_, relations. Ces dernières, par hypothèse, sont 
les HS, relations du système (H,_,). Done 


En re 


101. r, s’évalue par des procédés que j'ai exposés en 
détail ailleurs (IV, Index) ("). 

Les p nombres h, (À — 1,2, ..., p), définis au n° 60, sont 
les différences (IV, Index, 29 et 30) 


Po, = Tp1 = lp=l = MN He (mn HER )= EEE en Her 


sans le bénéfice de 100. 

Introduisons p nombres /, tels que 4 — L, ,.,. On aura 

DRE re) 
ou simplement 
ER EE a 

Les nombres / ne sont pas autre chose que les nombres 
écrits en ordre inverse. Les k, par leur formation même (60), 
donnent une suite jamais décroissante. Les / donnent une 
suite Jamais croissante. 

Il est évident que la connaissance des À ou des / assure 
celle des entiers p; et g; (60), c’est-à-dire celle des successifs 
de la matrice S,. 


(1) Un procédé plus rapide est donné dans ma Note Sur une propriété 
des matrices linéaires (Nouvelles Annales, 1912). 

Sx ayant les successifs indiqués au n° 60, nommons P; le système 
constitué par les g; successifs o7i et A; le nombre:des successifs de S7. 
On a r5—= m — À. 

Traçons (le lecteur est prié de faire la figure) dans un plan p paral- 
EME ME) ET" (np) de facon quen(ti) soir rau dessous Mden(); 
(2) au-dessous de (3), etc. Rangeons les systèmes P; de gauche à droite 
dans l’ordre croissant des indices. Faisons correspondre à P; p;£g; points, 
situés g; à gr, sur les parallèles (1), (2), ..., (p:). « AG est le nombre des 
points situés sur la droite (5) et au-dessous de cette droite. » 
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102. Lemme. — Pour que l'égalité U — > Ua (D), 0; ot 


œ 
les quantités u, ne dépendent pas des xs, fasse partie du 
système (H,_,), 1 faut et il suffit qu'on ait, sans le béné- 
fice du n° 100, 


I 


OU 

CRE RE à —— G—1\ — 

des = Ÿ uasag(e )==10: 
œ 

La condition est évidemment nécessaire (100). Si elle 

est remplie, l’expression Ü est égale à une quantité U° in- 

dépendante de x. Or, pour x — o, U et U° s’évanouissent et 


U (x)=o. CAO D: 
103. Tuéorème. — Toute équation du système (EH) 
figure dans le système (H;). 
SOU 


LEON TC) (0) 
œ 
une équation de (H,_,). Le lemme du n° 102 montre que les 
coefficients constants w, sont tels que (p,a, B— 1,2,...,m), 


Dp—= > UnSap (æ9—! )— "0? 


Alors 
= D messg(r) = Duasap(2 )s2p() = Ÿuusas(zs). 
p 


ap œ 


Le même lemme donne 
O— > Melo), 
œ 


etles coefficients z, sont ceux d’une équation du système (H.). 
Go Q- Te 

Le système (H;_,) comprend donc les H;, équations 

de (HS_,) et (101) LL, =H,;, — H;, équations supplé- 


mentaires. 


104. A la similitude près (7) on peut admettre que le 
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système (H_,) s'obtient en égalant à zéro les H;_, premières 
variables. 

Répartissons (24) les variables x, | les unités, e,; les qua- 
dratiques f, (x) ] en p systèmes X\ (ou €; ; ou #,) de la façon 
suivante, par exemple pour les x, : 

X, contient les /, premières variables; x, les 4 sui- 
vantes; ...; X, aura les /, dernières. 

Les nombres 4, —/,,,, du n° 60 sont une suite jamais 
décroissante, d’après leur loi même de formation. Les 4 
ne vont donc, pour À croissant, jamais en croissant, 
[SERRE 

Je dirai que l’entier «, pris dans la suite 1, 2, ..., m, 
appartient à l'indice À, pris dans la suite 1,2, ..., p, 
lorsque x, figure dans le système x. 


ID PoSonsipounrquelconque, — 1, 2— va. 

En vertu de ce qui précède, on a le système (H; ,) en 
annulant les H;_, premières coordonnées y, de y et Le sys- 
tème (H, ,) en annulant les H} , premières coordonnées 3, 
de z,. 

On doit avoir, eu égard au lemme du n° 102, s,8(z)—0, 
pour SMS OA ER O0 NC 
m — H,_, dernières coordonnées de z restant arbitraires. 
Par suite, puisque 


ODA RATE EE T0) 
ste Y 
il vient 
0 — Aypy pour mes 9 > Ho, 6 quelconque. 


Pour x quelconque 


Say (£) = DETTE O, GS ASE Vi HEes 
f 


On a ainsi les formules suivantes : 


(o) Sag(r)=0 pour CRÉES B> Ho. 
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106. On peut toujours attribuer pour canevas, à la 
matrice z#-aire S,, une matrice p-aire L(x) — (4,(x)) 
OR r,2,-%1p) où, (r)restuntableant(#nEare 
les entiers À étant ceux du n° 101. 

Alors les formules (o) du n° 105 expriment simplement 
que (m) = OpoURETE 

La matrice p-aire L(x) est de la sorte 8 déjà étudiée 
(Préliminaires, 15) avec la diagonale principale formée de 
ZÉTOs. 

SI 

= AUS LS) = ils, 10); ' 


Par multiplication et eu égard aux propriétés des ma- 
trices D, on reconnait que, dans la matrice L, = L, sont 
nuls les éléments de la zéro-ième, première, ..., (o-1)-ième 
diagonale (Préliminaires, 13). z est un nombre arbitraire 
assujetti simplement au système (HS ,). Ce dernier s'obtient 
en égalant à zéro les variables des systèmes (104) x, 
Ko 2. Xe. Ces variables sont donc les seules dont dé- 
pendent les 4,(x) des « premières diagonales, c’est-à-dire 
les L,où À — u£o — r. Le tableau 4,(x) ne contient donc 


quemles variables des <ystèmes EXP EC ER RER 
écrira symboliquement 
(0) but) = by(Xi; en): 


107. Soit 4,8, £ 0. Nommons À, y, y les indices auxquels 
appartiennent (104, in fine) respectivement les entiers «, 
Bet y. D'après ce qui vient d’être dit (106), 4, (x) 0, et 
une au moins des variables du système X, figure dans 
bu(æ), le tout sous ie bénéfice de &,8, £ 0. Donc | formule (0) 
du n° 106|[y£A—u,u+v£=A. Commeona 


EBEy— » Ex AaBy 


œ 


il vient une proposition analogue à celle du n° 29. 


TaéorÈëme 1. — Le produit d'une unité du système &, (104) 
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par une unité d système ©, ne dépend que des unités des 
systèmes { Ouevs Cup ee 


f° 
Le 


GRACE 
Considérons la quadratique f, (x) — D dypy LB Ly du sys- 
BY 


tème #, (104). La condition p+v<À, conséquence de 
Gagy 0, fournit encore une proposition. 


Taéorèue Il. — Dans une quadratique comprise dans 
le systéme $,, une variable du système X,, ne muluplie que 
les variables des systèmes X,, x, ..., X_s. 


108. Dans le groupe (e) les nombres y = x°, définis par 
le système (H°_,) forment évidemment ur sous-groupe 
invariant (D) (1, Index, S 9), d'ordre »m — H, ,. (D,)est 
engendré par les unités des systèmes €, os, ..., ©. D'ail- 
leurs (D,) — (€). (9D,.,) ne contient que le seul nombre zéro. 

(D;) admet un groupe (n) complémentaire à (@,) et 
homomorphe à (e). (n,) d'ordre H_, est obtenu en suppri- 
mant dans (e) les unités des systèmes ©, C4, ..., ©. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ces groupes (T,) 
et (ns), auxquels on appliquera les considérations des n°° 30 
et 31. 

On appliquera aussi à la matrice p-aire L(x) les considé- 
rations du n° 32. 


109. Tout nombre y, dont les coordonnées satisfont aux 
équations du système (H,;_,), a ses coordonnées qui satis- 
lontaussi aux systèmes CH) (103); T7 — 1,2, -, oc — 2. 
Ainsi tout nombre de (e) qui est une puissance 5-ième est 
aussi une puissance T-1ème, T < 5. 


MDPamatnces,=S;,»—"7x7;a (106)1es premières 
diagonales de son canevas L, — L? composées de zéros, 
Eu(y)=0 pour À—u—o, : ..., 6— I. L, a ses © pre- 
mières lignes et ses « dernières colonnes composées de zéros. 
La matrice S, a ses H; premières lignes et ses/,+...+/,.,, 
dernières colonnes composées de zéros. Or 


Lo + dpi He + lou = —<H, 
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Ainsi S, a composées de zéros ses H; premières lignes et 
ses m — H,, dernières colonnes. S, se réduit ainsi à un 
tableau (m — H,, H,.,)-aire. S, a le rang m» — H, et l’on 
doit avoir H,_,2m — H, ou 
(o) H;+ H, 27m. 


Il semble donc que les relations (o) introduisent des sujé- 
tions entre les entiers /,, ..., /,. Il n’en est rien; les condi- 
tions (o) sont toujours satisfaites. 

En effet, les entiers /,, ..., /, forment une suite jamais 
croissante (104). Désignons par J° la somme de © nombres / 
consécutifs dont le premier est !. On a évidemment, 
pour p'2p, 

(5) EU 
Or (o) s'écrit 
Or PACE 
ou 
+ + 2 lots + lpeoro +. ++ ds 
c'est-à-dire 


Je, 
ce qui est exact eu égard à (1). 


111. Soit le groupe (£). Prenonspentiers 4 (A=1, 2, ...,p), 
positifs assujettis uniquement aux conditions 


m => DT ET AE 
À 


Supposons que, par un choix convenable de variables, on 
ait mis S, sous une forme telle qu’elle possède le canevas 
p-aire (106) L,=(4,(x)), 4,(x) = tableau (4, /,)-aire 
avec 4,(æx)=0, pour 2À. Nommons les entiers À stgnale- 
ment |l,, ..., {,] du groupe (e). 

Alors, pour que (e) soit un groupe normal, il faut et il 
suffit que, pour x quelconque, la matrice 

SÉ=—210 (220) (C=nP 2 CPE RDIE 


au le rangr=m-M,,H=/ ++... +4. 


ARE D TONE FRERE EUR 


PR TE 
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I. La condition est nécessaire. — Cela résulte de toute 
l’analyse du présent Chapitre. 


IT. La condition est sufjisante. — La p-aire L, étant de 
la forme # (Préliminaires, 13) la p-aire L? aura ses dia- 
gonales zéro-ième, première, ..., (o — 1)-ième formées 
de zéros. S° aura ses H} premières lignes et ses » — H 


x p—6 


dernières colonnes (110) composées de zéros. S7 se réduit à 
un tableau T (#7 — H,, H, ,)-aire. 


Posons 
y =D enr ee Veux v7#1) 
On a (100) : 
80e) AB 70); 


les H, premières y, sont nulles. Le tableau T est constitué 
par les dérivées partielles de celles des y,, qui sont y, £ 0, 
par rapport aux H,, premières variables xs. En vertu 
de 110, le nombre »# — H; des y, non nulles ne dépasse pas le 
nombre H,_, des variables. Si donc le tableau T, ou la ma- 
trice S°, a le rang 2 —H,, on pourra, des »m — H,; équations 
Ya— (x), 0 >H,, tirer »m — H,; des variables xs conve- 
nablement choisies. La double condition indiquée aû n°99 


pour que (€) soit normal est ainsi satisfaite. 
CAOPNE D 


112. Passons maintenant à la construction effective de 
quelques groupes normaux. 


CHAPITRE X. 
APPLICATIONS. 


113. Tuéorème. — Tous les groupes (e) de rang maxt- 
mum T = M — 1 SON noTMAUT. 


Prenons S, sous la forme réduite, indiquée au n° 37, 
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Sy — (te) et attribuons à (ec) le signalement (M) 
fr, 1,,:.., 1], cc'est-a-dire5p = RES EE 
confond avec sa matrice canevas L, (111) et, eu égard au 
théorème du 111, il suffit de montrer que S° a le rang 
m—H,=—m oo. 

Or, dans 5° les o premières diagonales sont composées de 
zéros, tandis que la (os + 1)-ième a (comme le montre le 
calcul du n° 13 des Préliminaires) tous ses éléments égaux 


Al 


à xæÿ. 9% fournit un déterminant (m — 6 )-aire 


— æT (n—G) — 9, 


En vertu du 111, (e) est normal. 
CAOMED: 

‘114. On vérifiera aisément que les divers groupes m-aires, 
m < 5, lesquels ont été construits au Chapitre V, sont tous 
normaux. 

Voici cette vérification, par exemple, pour le groupe qua- 
ternaire (VI) du n° 58 

(e) = (0,0, x, æi +2 ris). 


On a 


LE; Xi + EE, (22 +2%1%3), 
LE L; Ti I0: 
Pourquehe= 7 MilisutfitideMeirem IE TA URE" 
donné par les relations 


{ 


“ 1 
— 2 == 2 2 
HAVE, V2 yo 


Poirque = ont 
ï À 
Li —= Yi Ja= az a 0% Los T3) Ty 
restent arbitraires. 


115. Comme application des théories du Chapitre précé- 
dent, on construira le groupe normal quinaire, m = 5, tel 


APPLICATIONS . oh 


AIO Con, EN 
D Plon COMENT 


2 3 — TI: 
O 
OO 0 3 
SEP OMMIN ON 0 ; BA=NNETS o I 
SAN SES SA 3 NO lb ls 0 1 
Sa Hp EE NO 3 SONT 
== US Son Li | Sy S52 S53 fe lo = Sy. 


Le système X, comprend les trois variables x,, &,, æ,3;N, 
comprend x, ; X, comprend æ,. L,, et {,, ne dépendent que 
(le 5 NES dépendiden 7 27 x. fa = fa 
(C2 Le) Ga) LE = fs (ES Dos Dyy Ur): 

De plus, comme p = 5, x'—0, mais x’ 0. 


116. On a 
En effet 


55, (4) É 0. 


= Creer 


D (ES TI + ET + Es La + Ed + es œ5) (ei fr + Es fs). 
Or (théorème I du n° 107) 


Ex EB— Es 518 
Dr ape E5 Ex — 0 Gi), 60 le 
D €5 fi (Asus Li + Ass Dr + Asus ds + As Li) = Es fs 
et 
sx (X) 0. 
D'ailleurs s;, — /,, ne dépend pas des systèmes X, et X,, 
S54 = 54 (Gin Lay T3). 


117. Introduisons la condition S,S,—=S,S,; on a les 
seules relations 
S(LY)= ST )511 (Y) = sa (r)s4 (x), 
SE (LIN ss, (2) SM) — Ss(Y)S2(&), 
Sss(LY) = ST) Y) = SV): ). 
Comme, pour x et y quelconques, 


55 (&) 0; 
Ann. de Lyon. (0 
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il vient 
Sya(2) : S5a(L) = Ssa(Y):55( 7) = Ka const. 
Œ—1I, 2, do fi KSsr K—Ÿ KiTa; 
œ 
AT) % I I 2 = : 
Sa DE = Kass + 5 Kasia = Kasss, KT RS, KT — const. 
Ni KO 1) 
Posons (7) 
= Cr): 
la matrice quinaire C étant 
FT o o 
Cho 7 © |: 
OMNONEU 


TV = matrice ternaire invertible. 
Alors 

HAS AE AE)=0 

RG) ET GED) 
et l’on peut disposer de la ternaire l de façon à faire 
Sa) a oi ait (dE OCAR aUtIeMeNES 
aurait le rang 1 et non 2. On peut évidemment faire a,,,=1. 
Finalement 


Moy 0, nr, fs = 245 Ti2, OT TrsT), 


D(L,, L:, &,) = forme quadratique ternaire. 


118. Ces expressions ne changent pas de nature quand on 
posez — C[x] 


J O O O oO 
Cai Co2 C3 O 0 
; 6 o 
CE == C1 C32 C33 O O == ; 
O [ 
Cy3 Cu Cys 1 O 


© 
© 
© 
© 


tout se réduit à effectuer, dans f,, la substitution quater- 
na SUR TL Le Lie 
La quadrique Q, f, — 0, touche le plan x, = o au point w 
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dont les coordonnées sont x, — x, — x, —o. La quater- 
naire G laisse fixe le plan tangent en w et le point lui- 
même. 


119. Supposons d’abord que Q soit une vraie quadrique et 
écrivons b;; au lieu de a;;;(t, j = 1, 2, 3, 4). ‘Remarquons 
que D; —à;,,-- 0, sans quoi s,,(x)—0, ce qui est 
absurde (116). 


On a déjà 
OO 0e — 0). 
De plus 
(o) 0 OMR) 
le) Ds Das (eo) s D39 VER 
; ir 7 Q 
On D, Ds o Os» Ds 
bi O Oo O 


Par suite, 1l est licite de supposer, après transformation 
par une G convenable, que la droite #, = x, = © qui perce Q 
cnSdeux poissdistinets laMperce en v,— 7, — 7, — 0er 
A 0 — 0 1D'OUU,, — b,;— 0. 

MER CD 2, 1210. C2, avec 03104, 10. 
Posons 


a = Cri D =—ICN LS F3 = CE Dr Cr Dre 


Il viendra 
12) =) =0 bc ©0.ccmt, ACDE CCC 


On posera 


0}, C,C1— 02; CC: —CitC,e. 


Finalement on a le groupe 


(E)—"(0, 0,0, 2, 22%,%, PT 23). 
On a 


D— EL} + Es(2%L1L, + 2%oL3); 
| ï 
SIC OILA 
D NEO 
Sous cette condition, les équations 


2 À =— à te n 
Ja Li) Y5 — 2%: Libre 2 Lo ly 
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sont résolubles par rapport à #, et x,, #, et æ, restant arbi- 
traires. 


Si y = x*, 1l faut et il suffit de poser 
# 1 


ME as Va= hr 0; M$ Lay T3 Lys MA 


restent arbitraires. 
(e) est donc bien un groupe normal. 


120. Supposons que la quadrique Q soit un cône. Comme 
b,,Æ0,le sommet du cône nepeutêtreenw (x,=%,=%,—=0); 
mais ce sommet est sur le plan x, = o tangent à Q au pomt w. 
Disposons de la quaternaire G de façon à mettre ce sommet 
auvpoint £ +, —%:— 0. Alors &inesteurespliidans 


re Of 


fs=20uta,+ bax?+2b,; xx; + bi. 


f; = 0 représente une conique qui touche la droite x, —0 
au point &, = %,— 0. On peut supposer (prière de faire la 
figure) que la droite x, —o touche la conique au point 
La — dy == 0: alors bd, —=D = 0: 2 D 0 AE ERP 
Le calcul s’achève comme dans le cas précédent; 1l vient 
fs Po LIL, 

(OO Cu PER on) 
—E, Di + (2 + 271%), 
DER = ©: 


» 


PA 


On vérifie, comme plus haut, que le groupe est normal. 


121. Supposons que la quadrique Q est un couple de 


plans. La droite double est située dans le plan x, = o, car 
en tout point de cette droite 
= bi, æi— 0 


La droite double ne passe pas par w. En effet, si cela était, 
on pourrait prendre x&, = %, = 0 pour la droite double; /; 
ne contiendrait pas x, ets,, (x)=0 ce quiest absurde (116). 
On prendra donc pour droite double x, =x, —=0; alors 
fs. —2b,, 2,2, 20) x outsimplement 227 48e 
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lement 
(e) — (0, 0, 0, GATE DENT) 


On vérifie encore que (€) est normal. 
122. La quadrique Q n’est pas un plan double. En effet, 
puisque en tout point du plan double 


of 


5 
0x, 


—= Dé = 0, 


ce plan double devrait être x, — 0. 
Cela exigerait encore b,, — o. 


123. En résumé, il existe trois groupes quinaires nor- 


maux, correspondant à l’hypothèse [,E — S,|= 500. 
Ce sont 

(I) (E) = (Oo HOMO OT) 

(11) (ON 0 LT ET 20), 

(IX) (00/0 2% 27120) 


124. Les deux groupes senaires indiqués au n° 82 sont nor- 
maux. C’est ce qu'on reconnait de suite sur les expressions 
decider (62) 


125. Comme exemple simple de groupe non normal, on 
peut citer le groupe quinaire 


(Es) = Er 
Si l’on pose y = x*, on a, entre les coordonnées de y, 


deux relations linéaires y, = y, — 0, mais encore une relation 
quadratique 


CHAPITRE XI. 


GROUPES QUASI-NORMAUX. 
126. Soit un groupe (€) dont on preñdra la matrice S, 
SROUT ( F 
sous la forme réduite indiquée au n° 33. S, à pour canevas 
Ann. de Lyon. 6. 
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une matrice #-aire 
PA) ) (AR RES, Vo) 


Py(æ) = tableau (4, À, )-aire, avec 


Pu(x)=0 pour NE 


La k-aire P, est de la sorte 3 (Préliminaires, n° 13) et 
la diagonale zéro-ième ou principale n’a que des éléments nuls. 


197 Sim ao, la matrice P, 
P,—P(x)...P(x()) 


a ses o premières diagonales composées de zéros. Les coor- 
données de y annulent un certain nombre d'éléments s,8 de 
la matrice S, et satisfont, par suite, à des équations linéaires 
homogènes, à coefficients constants. En général, la réciproque 
est fausse; un nombre y, dont les coordonnées vérifient ces 
relations, n’est pas forcément le produit de & facteurs. Il 
faut encore, entre les coordonnées y., d’autres relations non 
linéaires. 

Si o—k, S,=o et le produit de Æ-+71 facteurs est 
toujours zéro. Plus généralement, il existe un nombre ©, 
&£k, tel que : 1° le produit de & + r facteurs est toujours 
nul ; 2° & est le plus petit nombre ayant cette propriété. 
S, = 0, quand y est un produit de & facteurs. 


128. Définition. — Un groupe (€) sera quasi-normal 
s’il possède la propriété suivante : Pour que le nombre y 
soit le produit de 5 facteurs, 1l faut et il suffit que les coor- 
donnee AENAS AUS NIASSCNENDOURE EN 2e RCE 
système (H,_,) de H;_, équations linéaires homogènes, à 
coefficients constants. 

Autrement dit : 


I. Prenons dans (€) « nombres à volonté xl), ..., x"); les 
coordonnées du produit y = x!) ... x satisfont au système 


(He) 
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IL. Si les coordonnées d’un nombre y de (£) satisfont au 
système (H,_,) mais restent d’ailleurs arbitraires, alors y : 
5° peut, au moins d’une façon, être décomposé en un produit 
de © facteurs ; 

2° Ne peut être décomposé en un produit de plus de 
s facteurs. 


DO TaioRMEe. Les FH, équations de (H;;) 
figurent parmi les H;_, équations de (H,_.). 


Soit y un nombre dont les coordonnées satisfont à (H,_,) 
mais à aucune autre relation. On aura (définition du n° 128) 
au moins un système de © nombres x), ..., x"), tels que 
M x NN Posons. z— xx); 7 sera le produit de 
o — 1 facteurs z, x), ..., x°); les coordonnées de y satisfont 
(définition du n° 128) au système (H,_,). Le système (H;_,) 
est donc une conséquence de (HS, ). 

Ga @ Ho) 

C’est l’analogue du théorème du n° 103 pour les groupes 
normaux. 


Daéorème. — On a H, , <H, .. 


Que H,_,<H; ,, c’est ce qui résulte du théorème précé- 
dent. Montrons que l'hypothèse H,_, = H;_, est absurde. 

Reese Sdeuxesystemes (OL) Net (He) 
coïncident. Soit y un nombre dont les coordonnées salisfont 
à (H5_,), mais à aucune autre relation particulière; y ne peut 
(définition du n° 128) être décomposé en un produit de o 
facteurs. Mais le même y a ses coordonnées qui satisfont 
à (H,_,); y (définition du n° 128) doit pouvoir être décom- 
posé en un produit de o facteurs. Il y a contradiction et 
Réabres H0S 'est à rejeter. 

CG: QUE. D: 

C'est l’analogue des considérations du n° 101 pour les 
groupes normaux. On posera donc encore H,;— H,_, +4, 
où L est un entier positif. 
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130. Il est donc licite, à la similitude près (7), de supposer 
que les H;_, équations du système (H;_,) sont 


Deere 
On peut dans la matrice S, établir un canevas &-aire 
LCA (Ce) ONE La) 


où ,(x) est un tableau (4, /,)-aire. 

Prenons x quelconque et désignons par z un nombre dont 
les coordonnées satisfont à (H,;_,) mais sont d’ailleurs arbi- 
traires. y — x sera un produit de 6 facteurs. Les y, salis- 
font au système (H,_,). Or 


Ya D Zisap(s), 
B 


et comme x est quelconque, o = s,8(z), pour 


CET &y— 0, HSE 
a Ho_1, 
Aafy = © pour y> 5, 
Bt, 2 POS 
Say(æ) = Ÿ xpaapy= 0 
Ê 


pour 
a Ho, > Ho, 
On en conclut, comme aux n°% 105 et 106, que, dans le 
canevas L,, b,(æ)=0o, pour À£1. 
On définira les systèmes X;,, €), f, comme pour les groupes 
normaux (104) et les deux théorèmes du n° 107 subsisteront 
ainsi que la formule (106) 


bu MOT À); +. Xp). 


131. Prenons à volonté, dans le groupe (€), « nombres 
x (p=1,2,...,0) aux cordonnées &f/ (8 = 1, 2, ..…,m). 
Posons 


D — LE LADA PER Nr ARCS 0) 
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On a évidemment 


di=Ÿ y® dx; da D se8( y) def; 
F eé 


Construisons un tableau (m, mG}-aire &, en plaçant à la 
file les o matrices m-aires S(y®). &, est le tableau jacobien 
des dérivées partielles des fonctions 


D. = g a(1) (4). . () »(T) 
= Ne 006 4 5 0 0862 0 ae p 62) 


dérivées prises par rapport aux m5 variables x #. 

152. Admettons que l’on ait déjà pu, par un choix conve- 
nable des variables, mettre la matrice S, du groupe (€) sous 
une forme telle qu'elle admette pour canevas la matrice 
w-aire L- du n° 130 : 

=) = QE) CETTE) 5006 oi) 
by(x) = tableau (4, l,)-aire, 
Bu(z)—=0 pour DEV 

L, est de la sorte B (Préliminaires, n° 13); comme le 

produit des canevas est le canevas du produit, la matrice (131) 

S(yP)=S(x0)...S(xP-D)S(xP#H))... 
aura pour canevas la &-aire 
L(y®)=L(r0)...L(rte-0)L(x(P+0)...L(æ()), 

L(y®), étant de la sorte 3 ainsi que L(x®) aura nulles ses 

5 — 1 premières diagonales [de la zéro-ième à la ( — 2)-ième 

au moins |; elle aura nulles ses 
g—1 premières lignes 


Re au moins. 
s—1 dernières colonnes {| 


La m-aire S(y®) aura nulles ses 


RENÉE RES PES à Pr premières lignes | : 
au moins. 


PR loi — mm —H;5""dernières colonnes 
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Le tableau &, du n° 131 par la suppression des lignes et des 
colonnes formées de zéros se réduira à un tableau &, lequel 
sera (m — He ,, 5H, ..,)-aire. 

& sera le tableau jacobien 


a> HS, 


j dz | 
(5) DÆ y D 00 59 Oo 
26 | 


ÊE H5-5+1- 
133. Les choses étant ainsi préparées, je dis que : 
Pour que le groupe (e) soit quasi-normal, il faut et il 
suffit que le tableau & du 132 ait le rang m—H, .. 


I. La condition est nécessaire. 
En effet, si (£) est quasi-normal, les »m — H;_, expressions 


D da CT) (5) 
RE (CAT 0 om UE 


a > H,_,, ne sont liées par aucune relation (condition II de 
la définition du n° 138). Le rang du tableau 


__ 0% 
w ed) 


IF. La condition est suffisante. En effet, si le rang de & est 
m—H, ,,les m— H;, équations (a > Hs, ), 


est m — H, ,. 


(o) Zu eo ee ol) 


sont, pour z, quelconque, résolubles par rapport à m—H., 
inconnues convenablement choisies parmi les cH,_,,,,incon- 
nues TOO 62, 0 1,2, c)IquINIeUrentReAnelEs 
équations (0). On peut donc décomposer 3 en un produit 
de os facteurs. 

Admettons un moment qu’on puisse décomposer z en un 
produit de 6 + 1 facteurs, qu’on ait en un mot 


A) t — produit ç facteurs. 


Raisonnant sur S ({) comme on a raisonné au n° 132 sur 
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S(y®),on voit que S(t)ases H, premières lignes composées 


de zéros : 

Sag(t) = 0 pour CHE 
Alors 
= Ÿ'2 240 Sa8 (€), 


dt 
B 


à 


et z,— 0 pour «= H,. Mais, par hypothèse, 3 a ses 
HS; < H; 


premières coordonnées nulles et les autres quelconques. 3 ne 
peut donc être un produit de 6 + 1 facteurs. Toutes les con- 
ditions de la définition du n° 128 sont remplies et le groupe (e) 
est quasi-normal. | 


134. Finalement, on peut dire que nous avons étendu aux 
groupes quasi-normaux le théorème du n° 111 relatif aux 
groupes normaux. 


135. Reprenons les tableaux &, ou & des n° 131 et 132, que 
nous supposerons de rang m» — H; ,, le groupe (e) étant 
quasi-normal (133 et 134). 

&, s obtient en écrivant à la file les & matrices S(y®) du 
nie rans de S@y0);lesnombres x0;%/xlP, x 
étant A oaques, est un entier ÂÀ,_, indépendant de p. On a 
évidemment #7 — H,_,2A,_,. Pour former, avecles éléments 
du tableau &,, un déterminant (m7 — H, ,)-aire non nul, 1l 
faut emprunter à la matrice S(y®) b, colonnes, b,= AS, 


avec m—H,., =) (a 18 0) 


Donc 
0 = nl 1 SOA 


Il vient ainsi la double inégalité 


L Il 
ro = He Neue = (re = 
Oz 
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136. Comme application de ce qui précède, je vais démon- 
trer que les groupes m-atres (e), de rang maximum m—1, 
sont quasi-normaux. 

Le raisonnement sera très analogue à celui du n° 113 pour 
les groupes normaux. Seulement, on appliquera, non plus le 
théorème du n° 111, mais celui des n°° 133 et 134. 

Prenons S, sous sa forme réduite S, — (ts-8), et faisons 
CT ON NE NEO ras 2, de la 
matrice S (y®) est m — H,_,— m — 5 + 1. En effet, puisque 

PO AE AE AO), 


S(yP)=S(xt))...S(xt0)). 


Dans S(y®) les « — 1 premières diagonales [de la zéro- 
ième à la (5 — 2)-ième] sont composées de zéros, tandis que 
la 5-ième a (comme le montre le calcul du n° 13 des Préli- 
minaires) tous ses éléments égaux à 

(p—1) ,.(p+1) 
D AT EEE AON 
La matrice S (y®) a son rang À, égal à 
m—co—+i—=m—=H, 1. 
Le tableau & a aussi ce même rang et le groupe (e), en 


vertu du théorème des n° 133 et 134, est quasi-normal. 
CIO AHRDE 
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AUTONNE (l, Fasc. 12) : . 6 fr. 

Quelques considérations sur les groupes d'ordre fini 
et les groupes finis continus, par LE VAvassEeurR 
(!, Fasc. 15) ù 5 fr. 

Sur les Formes mixtes, par ‘Léon AUToNNE (I, 


Fasc. 16). . . 8tr. 
Recherches expérimentales sur les contacts liquides, 
par A.-M. CHaANoz (l, Fasc. 18). . . . Sfr. 


Quelques démonstrations relatives à la théorie des 
nombres entiers complexes cubiques. — Pro- 
priétés de groupes d'ordre fini, par Reset 
LE VAvasseuUR (I. Fasc. 21) . : 3 fr. 

Sur les Groupes de matrices linéaires non invertibles, 
par Léon AUTONNE (1. Fasc. 25). . . . 5tr. 

Sur les groupes commutatifs et pseudo-nuls de quan- 
tités RPAROIeRts, pa Léon AUTOnNNE (1, Fasc. 
31) . TU ER Tr A GTS 


J.-B BAILLIÈRE et Fils, 19, rue Hautefeuille. 


Recherches anatomiques et expérimentales sur la 
métamorphose des Amphibiens anoures, pee 
E. BATAILLON (Fasc. 2). . L fr. 

Anatomie et Physiologie comparées de la Pholade 
dactyle. Structure, locomotion, tact, olfaction, 
gustation, action dermatoptique, photogénie, avec 
une théorie générale des sensations, par le 
Dr Raphaël Dusois (Fasc. 3) . . . 18 fr. 

Sur le pneumogastrique des oiseaux, par E. Cou- 
VREUR (asc. 4) . &fr. 

Recherches sur la valeur morphologique des ap- 
pendices superstaminaux de la fleur des Aris- 
toloches, par Mle À. Maxoux (Fusc. 5) & fr. 

Etude stratigraphique sur le Jurassique inférieur du 
Jura méridional,par Attale Ricue(Fasc.10).12 fr. 

Etude expérimentale sur les propriétés attribuées à 
la tuberculine de M. Koch, faite au laboratoire de 
médecine expérimentale et comparée de la Faculté 
de Médecine, par M. le professeur ARLOING, 
M. le D' Roper et M. le D° CourMmonT (Fasc. 
SD Der e . 40fr. 

Histologie comparée des Ebénacées dans ses rap- 
ports avec la Morphologie et l’histoire généalogique 
de ces plantes, par Paul PARMENTIER (asc. 
12) PUR, . . Æfr. 

Recherches sur la production et la localisation du 
Tanin chez les fruits comestibles fournis par la 
famille des Pomacées, par Mile A. Mavoux 
(Fasc. 13) . UISNIr 

Etude surle Bilharzia hæmatobia et la Bilharziose, 
par MM. Lorrer et ViazLeron/Fasc. 16). 40fr. 

Monographie de la Faune lacustre de l'Eocène 
moyen, par Frédéric Roman (1, Fasce. 1er). 5 fr. 

Etudes sur le Polymorphisme des Champignons, in- 
fluence du milieu, par Jean BEAUVERIE (I, 
Fasc. 3). 7 fr.50 

L'Homme quaternaire dans le Bassin du Rhône, 
Etude géologique et anthropologique, par 
Ernest CHanNTRE (I, Fasc. 4). . 6 fr. 

La Botanique à Lyon avant la Révolution et l’histoire 


Lyon, — Imprimerie A. REY, 4, rue Gouotil — 60344. 


du Jardin botanique municipal de cette ue par 
M. GÉRARD (Fasc. 23}. . . . . . fr. 50 
Physiologie comparée de la Marmotte, par ë Dr Ra- 
phaël Dugois (Fasc.25) . PAUL 
Etudes sur les terrains tertiaires du Dauphiné, de 
la Savoie, et de la Suisse occidentale, par 
H. DouxaMi (Fasc. 27) . A V6. 
Recherches physiologiques sur l'appareil respiratoire 
des oiseaux, par J.-M. Soum, (Fasc. 28) 3 fr. 50 
Résultats scientifiques de la campagne du « Caudan» 
dans le golfe de Gascogne (août-septembre Sn 
par R. KŒHLER (Fasc. 26) 3 vol. 32 fr. 
Anatomie pathologique du système lymphatique 
dans la sphère des néoplasmes malins, par le 
Dr C. Recaup, et le Dr F. BarJon (Fasc. 33) 5fr. 
Recherches stratigraphiques et paléontologiques 
dans le Bas-Languedoc, BE Frédéric RoMaAN. 
(Fasc. 34) £ EAST 
Etude du champ électrique ‘de l'atmosphère, par 
Georges Le CaDpxr (Fasc. 35). . . . . Gfr. 
Les Formes épitoques et l’Evolution des Cirratuliens 
par Maurice Caurrery et Félix Mesnir 
(Fasc. 39). . . 1: fr 80) 
Etude géologique et ‘paléontologique du Carbonifère 
inférieur du Mâconnais, par A. VarFiER (I, 
Fasc. 7)" Sr 
Contributions à l'Embryologie des Nématodes. par 
À. ConrE (I, Fasc. 8) . . 5 fr. 
Contributions a l'étude des larves et des métamor- 
phoses des diptères, par C. Vaney a 
HAS RO) 
Contribution à l’étude de la classe des ones 
par J.-B.-J. CaiFrFLor (I, Fasc. 10). 7 fr. 50 
Monographie géologique et paléontologique des Cor- 
bières orientales, par Louis Doncreux ‘a 
Fasc. 11) . NS PIT 
Contribution à l’étude des composés diazoamidés, par 
Louis MEUNIER (1, Fasc. 13) . . . . . 5fr. 
Etude stratigraphique et paléontologique sur la 
Zone à Lioceras concavum du Mont d’0r lyonnais, 
par Attale Rice (I, Fasc. 14). 7 fr. 50 
Catalogue descriptif des Fossiles nummulitiques de 
l'Aude et de l'Hérault — PREMIÈRE PARTIE : 
Montagne Noire et NeNRIEReE Louis DoNciEUx, 
en collaboration avec MM. J. MrquEeL et J. Lam- 
BERT (I, Fasc. 17). GNT 
DEUXIÈME PARTIE (fasc. 1) Corbières septentrio- 
nales, par Louis Donacieux en collaboration avec 
M. Maurice Lerice (1, Fasc. 22). . fr. 50 
DEuxiÈME PARTIE (fasc. Il) Corbières septen- 
trionales, par Louis Doncreux en collaboration 
avec M.J. LamBerr (I, Fascicule 30). 7 fr. 50 
Minéralogie des départements du Rhône et dela Loire, 
par Ferdinand Gonnaro (l, Fascicule 19). 4 fr. 
Recherches sur l’anatomie comparée et le dévelop- 


pement des Ixodidés, par Amédée Bonner 
(1, Fasc. 20). . . 8tr. 
Les Oiseaux des phosphorites du Quercy, par C. 
GaïLLarD (I, Fasc. 23). 6 fr. 


Etude des Mammifères miocènes des Sables de l'Or- 
léanais et des Faluns de la Touraine, par le D’ Lu- 
cien MAYyET (I, Fasc. 24). . k . 40 fr. 

Etude sommaire des Mammifères fossiles des faluns 
de la Touraine proprement dite. VAR Le Lou- 
roux, Manthelan, La Chapelle-Blanche, Sainte- 
Maure, Paulmy, Ferrière-Larçon, Savigné-sur- 
Lathan, par le D' Lucien MAyer, en collabora- 
tion avec la comtesse Pierre LECOINTRE (1, 
Fasc. 26). . PAU 

Contribution à l'étude de l'Hibernation chez les Inver- 
tébrés : recherches expérimentales sur l'hibernation 
de l’Escargot (Helix pomatia LD), par Mepuerie 


BELron (1, Fasc. 27) : : - 
Contribution à l'étude des Pupipares, par Emile 
Massonnar (I, Fasc. 28). AE 40 fr. 


Contribution à l'étude des Perles fines, de la nacre 
et des Animaux qui les produisent, par le D° Ra- 
phaël Dugois (1, Fasc. 29) . … . 6 fr. 
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